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Pei Dingyi 
Abstract 


The theory of modular forms is an important branch of 
the number theory. The main purpose of this book is to intro- 
duce the author’s results on modular forms of half integral 
weight, It is proved in this book that any modular form of 
weight 3/2 can be represented ав а sum of a cusp form and 
an Kisenstein series, A basis of the subspace generated by 
Eisenstein series is constructed. An application of above 
results to representations of ап integer by а positive 
definite integral ternary quadratic form is given. The way 
to study Eisenstein series of weight 3/2 is also used in the 
general cage of half integral weight. Some classical results of 
modular forms, such as modular group and its congruence 
subgroups, Hecke operators, zeta functions of modular forms 
and Eisenstein series of integral weight are also included 
as the preliminary knowledge. 
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НЖЖ 


从 60 年 代 起 ， 出 华罗庚 教授 任 主编 的 * 现 代数 学 从 书 》 编辑 
委员 会 曾 组 织 编著 ， 并 由 我 社 出 版 了 多 部 其 有 很 高 水 平 的 数学 学 
术 专 车 ,有 几 部 专著 并 已 在 国外 出 了 外 文 版 ,受到 国内 外 数学 界 和 
广大 读者 的 高 度 重视 ,获得 了 很 高 的 评价 。 原 编 委 会 中 华罗庚 、 关 
黎 走 , 吴 新 谋 三 位 教授 昌 已 完 后 授 世 ,但 他 们 为 本 < 丛书 > 所 作出 的 
贡献 迄今 仍 为 人 们 所 敬仰 ,怀念 。 由 于 某 些 客观 原因 ，* 现 代数 学 
处 书 ?的 出 版 工作 曾 一 度 停顿 。 

为 了 适应 现代 数学 的 迅速 发 展 ， 更 好 地 反映 我 国 数学 家 近 几 
年 的 优秀 研究 成 果 , 必 须 大 力 加 强 < 现 代数 学 从 书 > 的 规划 、 编 辑 、 
出 版 工作 。 充 实 编 委 会 的 力 匡 。 考 虑 到 不 少 纺 委 年 事 已 高 ， 经 向 
原 编 委 会 中 大 部 分 同志 及 数学 界 有 关 专 家 广泛 征求 意见 后 ,于 
1990 年 对 编 委 会 作 了 调整 ， 补 充 了 - ' 些 戎 名 的 中 年 数学 家 和 学 科 
带头 人 ,建立 了 新 的 编 委 会 ,并 进一步 明 人 网 了 本 从 书 的 宗旨 。 

< 现代 数学 丛书” 新 的 编辑 委员 会 山 苏 步 青 教授 任 名 誉 主编、 
和 谷 超 案 教 授 任 主编 , 18 位 著名 数学 家 任 委员 。 编 委 会 负责 推荐 (或 
审定 ) 选 题 和 作者 , 主持 书稿 的 审核 等 工作 。 

< 现代 数学 从 BB 的 宗旨 是 , 向 国内 外 介绍 我 国 比较 成 熟 的 ,对 
学 科 发 展 方向 有 引导 作用 的 .国内 第 一 流水 平 的 数学 全 完 成 果 , 反 
映 我 国 数学 研究 的 特色 和 优势 ,扩大 我 国 数学 研究 成 果 的 影响 , 促 
进 学 科 的 发 展 和 同 内 外 的 学 术 交 流 。 

为 了 实现 工 述 宗旨 ,本 丛书 将 陆续 组 织 出 琶 在 基础 数学 ,应 用 
数学 和 计算 数学 方面 处 于 学 科 发 展 前 洪 、 有 创见 且 具 有 系统 完整 


2 He 
研究 成 果 的 现代 数学 学 术 专著 。 

为 出 版 好 < 吏 民 数学 丛书 >， 我 们 热切 地 期 望 着 数学 界 各 位 专 
家 的 火力 支持 和 悉心 指导 ， 江 欢迎 广大 读者 提出 宝贵 的 建议 和 意 
Ж. 


上 海 科学 技术 出 版 社 


模 形 式 理论 是 数论 的 一 个 重要 和 分支 。 本 书 的 主要 内 容 是 介绍 
作者 在 半 整 权 模 形 式 理论 上 的 研究 成 果 。 模 形式 研究 中 的 一 个 基 
本 课题 是 构造 模 形 式 空间 的 基底 。 当 模 形式 的 权 为 不 小 于 5/2 的 
整数 或 半 整 数 时 ， 熟知 尖 形 式 于 空间 的 正 交 补 空间 是 由 Eisen- 
stein 级 数 生成 的 。 而 当权 为 3/2 和 1/2 时 , 这 个 结论 是 否 还 能 成 
立 ?在 较 长 一 段 时 间 内 没有 得 到 解答 。 作 者 证 明了 当权 为 3/2 时 ， 
上 述 结论 同样 也 是 成 立 的 ， 并 且 构 造 了 尖 形 式 正 交 补 子 空间 的 基 
底 。 这 个 构造 基底 的 方法 也 可 应 用 于 权 为 大 手 3/2 Bp w UE 
式 。 在 某 些 情况 下 ， 可 以 给 出 所 构造 的 这 组 基底 中 的 每 个 函数 的 
Fourier 展开 式 . 第 1 章 和 第 4 章 论述 了 这 一 结果 。 

第 1 章 可 看 作 全 书 的 引子 ,首先 从 二 次 型 表 整 数 问题 出 发 , 通 
过 9 函数 的 变换 公式 引入 了 模 形 式 的 概念 。 接 着 论 述 T Eisen- 
stein 级 数 的 解析 延 拓 及 权 为 3/2 的 Eisenstein 级 数 的 构造 。 第 
4 章 首先 介绍 了 J.P.Serre Mi H.M. Stark 关于 权 为 1/2 的 模 形 
式 的 结果 ， 它 是 研究 权 为 3/2 的 Bisenstein 级 数 所 必需 的 。 利 用 
模 形式 在 尖 点 的 直 是 我 们 研究 权 为 3/2 的 Eisenstein 级 数 所 使 
用 的 主要 方法 。 这 一 章 中 84.4. 84.5, 84.6 的 内 容 就 是 构造 半 
整 权 尖 形 式 的 正 交 补 子 空间 的 基底 。 

第 5 章 讨论 权 为 整数 的 Kisonstein 级 数 。 构 造 整 权 尖 形式 
的 正 交 补 子 空间 的 基底 ， 这 是 一 个 经 典 的 结果 。 我 们 在 讲述 这 个 
锁 果 后 ,利用 它 给 出 了 整 权 棋 形式 成 为 尖 形 式 的 一 个 判别 准则 ,分 
在 此 基础 上 证 明了 一 个 权 为 3/2 的 尖 形 式 能 通过 Shinnra 提升 
成 为 权 为 2 的 尖 形 式 的 充分 必要 条 件 。 这 个 结果 是 由 J Surm 


4 ft of 


首先 证 明 的 ， 我 们 这 里 使 用 了 略为 不 问 的 证 明 方 法 。 在 第 6 章 中 
关于 三 元 二 次 型 做 表 整 数 问题 的 研究 中 ,应 用 了 这 个 结果 。 

整 系数 正定 二 次 型 表 整 数 问题 和 模 形式 理论 有 密切 的 联系 。 
整 系数 正定 三 元 二 次 型 表 整 数 的 问题 则 与 权 为 3/2 的 模 形式 有 
38, 第 6 章 讲述 了 如 何 利用 第 4 章 中 所 得 到 的 权 为 3/2 的 天 sen- 
stein 级 数 的 结果 ,计算 骨 些 三 元 二 次 型 马 表 整数 的 解数 的 解析 表 
达 式 。 
第 2 章 和 第 3 章 介绍 其 后 各 章 所 和 需 使 用 的 模 形 式 的 有 关 基 本 
知识 ,第 2 章 在 讨论 了 模 群 及 其 同 余子 群 的 基本 性 质 后 ,引入 了 模 
形式 的 定义 ， 并 计算 了 网 余子 铬 上 的 模 形式 空间 的 维 数 公式 。 这 
些 维 数 公式 都 是 已 知 的 结果 ， 本 书 用 较 直接 的 方法 详细 推导 了 这 
些 公式 ， 这 在 文献 上 是 不 易 找到 的 。 第 3 章 介绍 模 形式 空间 上 的 
Hecke 算 子 ， 讨 论 丁 模 形式 的 Zeta 函数 及 其 函数 方程 。 在 第 2 章 
中 我 们 假定 读 普 知道 黎 曼 而 上 的 Riomman-Roch 定理 。 在 第 6 
章 ， 我 们 引用 了 Hecke 算 子 在 二 次 型 所 对 应 的 8 函数 上 的 作用 的 
有 关 结 果 。 除 此 以 外 ， 本 书 内 容 基 本 上 是 封闭 的 。 本 书 适合 初学 
模 形式 理论 的 读者 阅读 。 

在 完成 这 本 书 篇 时 ， 作 者 深 深 怀念 他 的 老师 已 故 的 华 罗 诬 教 
授 ， 作 者 在 数学 上 的 成 长 是 与 他 的 教导 分 不 开 的 。 作 者 更 心 感谢 
Goro Shimura 教授 ， 是 他 引导 作者 进入 了 模 形式 这 一 研究 领域 ， 
本 书 的 很 多 内 容 都 与 他 在 半 整 权 模 形式 理论 方面 的 莫 基 性 工作 有 
关 。 作 者 感谢 数学 天 元 基金 所 给 予 的 资助 ， 感 谢 中 国 科学 技术 大 
学 研究 生 院 信息 安全 国家 重点 实验 室 的 支持 ， 感 谢 上 海 科学 技术 
出 版 社 对 出 版 本 BAI 1 
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9 函数 和 Eisenstein 级 数 


81.1 9 в Ж 


Bia, ble о MBE Mee, B (a, b, c)=1, (а, b, с, n) 
表示 不 定 方程 
ac + by? + ой =n 


0368 (z, v, OAM, ENO Ж 
00 5 ene, 


AK z ЕРЕН LAER, Оо) ЕН реда, 2 


F (2) = 9 (a2)8 (bz) 0 (огу, 
易 见 


F@)=14 NG, b, 0, nyero: 


所 以 (a, b, о, 由 是 函数 f G) 的 Fourier RIMM, WMF 
能 计算 (的 Fourier 展开 式 ,也 就 能 找到 Са, b, o,a), HR 
了 (2) 与 9 画 数 有 密切 关系 , 以 后 我 们 将 知道 , FO) — pes 8/2 
的 模 形式 。 在 研究 了 模 形 式 的 有 关 理 论 后 ， 我 们 在 第 六 章 将 讨论 
NG, b, о, 由 的 解析 表达 式 。 更 一 般 ， 我们 也 可 以 考虑 多 个 变量 
的 整 系数 正定 二 次 型 天 整 数 的 问题 。 
本 节 主 要 研究 6 函数 。 设 为 正 实数 , 令 
б) = 5 ен, 


ща Е TRRAAM, KRAANA. НТ p (z+ 1 
=9(2)， 所 以 它 有 Fourier 展开 式 ， 


pte) = „ет, 


a ALE 6 HH id Eisenstein 级 数 


其 中 
1 
= -armed 
са | peer 
= [Testes 
= [Mon К тш 
=t 
因而 
ОРА (1.1.1) 
Ф 


80) =0(2/2), 
在 (1.1.]) 中 取 %=0 得 到 
Bat) =e Li), 
ТОСОН Фа, М 


90-0 = (- iie), z€ H, 1.1.2) 
HFS РЕЖ 27°, RNR? MM argo), НЕА 
-元 /2<arg(22) <x/2, 


Ж, Ga) = 土 录 2。 考 虑 如 何 决定 正 针 号 ， 设 
д = |а|, з= jaje, -л<а,В<чт, 
则 ДЇ = a Ve, дї = |а, Veee, 
Щ-л<а+@ё<хл}, 
(a22) Y2 = |да, (Vet (eta) = гд 


щ-2л<«+8<-х Еў, 


(д)! = да еннан) а да, 
当 л<а+ В<2л 时 ， 
(аж)! = |а| Узе! (atasnya = — дада. 


可 以 总 结 出 如 下 的 规则 , 若 下 述 三 个 条 件 之 一 成 立 ， 
G) Im@) <0, Im(z,) <0, (да) >0; 
(i) Im(4)>9, Im(z,)> 0, Tm(4 2) <0; 


SERIETA 2 


G) z Ma BE, MP, EE, 
则 (аз)! ®= -д°д°, 
在 其 他 情况 ,都 有 
Ga sa a, 
一 般 地 , W f G, ny Ce) }у к AEA s IE 08. 
A= (© f amen), 
A Е-Е ОТИ, DAR Н ВК, Ж 
BL 


ре, se} 
这 里 2= (z, es, 2.) € Z* APTA, ORR, 定 
义 了 对 应 的 ”项 数 
0 G) = D eee, ЄН, 
26 


А, 


ял 
00) = У) егте 


-5 yf, yera, 


ЖР y(f, Af G) =» 的 解 2E2* АУ, 0 (2)4EH ру ИТ 
有 界 区 域内 绝对 一 致 收敛, 它 是 鼠 上 的 一 个 全 纯 函 数 。 
BN REA NAT MRM AMR, AMRIT RA 
数 的 最 小 正 整数 ,可 见 , det4 是 Л 的 因子 ， 所 以 dot A ж 
ЖЖ, RAN |2deta, VHRR AT EEE det A 
的 素 因子 。 

将 4 看 作 4 -adie жж Z, 上 的 矩阵 ,不 难 证 明 一 定 存在 肥 
Е к ИЕ Б, 使 


AL. 
SAST=| 7 
А, 


其 中 A 或 为 3Z。 中 的 数 ,或 为 一 个 2 ИГИТ 


жая Ө Biserstein RH 
位 MG b, CEZ), 
3 NARA А: 中 ~- 定 有 一 个 是 一 阶 的 。 由 此 得 到 以 下 引 理 ， 

引 理 1.1 当 * 为 奇数 时 一定 有 21det4 RAN, к 
数 时 ,一 定 有 六 |qet4。 义 车 4jx 则 det4 或 为 4 的 倍数 , БОЙ 4 
#1; Фока (тод), й det4 或 为 和 的 倍数 ,或 异 圭 余 3， 因 而 ， 
(- 1) 094 总 为 模 4 余 1 或 余 0。 
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Pesh, A, №) = D) Стат" (90°), 

UB еб) Жп её", 
命题 1.2 我 们 有 


e(-1/yh, A, N) 
= (detA) "(= 02) ка Ур e(KAKT/N*)0(,k, A, №), 
79 
пау 


В 0980, (n, o ERY, Ф 
900) = > е(Қ=+т) А(=+ т)7/2), 


gti Fourier 展开 式 
IG) =D aasan), (1.1.8) 
其 中 


oo 人 ge)e( vm)dy 


елэ 
= r -| e(tiaAxt /2—-«-m")de, 


存在 实 正 交 方 阵 8, ESAS 为 对 角 阵 Bo, e, te], Ma >0 
deis, EERE PREMER =y, п Smr = G, o 
u), 我 们 得 到 


| есчо) ~m /oandy 


gli ema 
Stet Jas ite 3/600 
КЫ 


= 172 (dot A) -Vze- кты | (1.1.4) 
对 任 一 mC2*, A k=mN A (mod), WL kA—ü00olV), m A 
ЖЫМ Nut HAIN UEZ), О) ЗА (1.3) RA 

g(a) =I? (dot A? S) ету) 

ioe 
xD eraAur (Ми+ЁуА(Ми+ ут] (UN?) у, 
B 0G A, А, №) =g(h/N), he LAME 
(eth, A, N) 
кееде Ду" D e(hAkT/N2)0(- 1/(ity k, A, N), 
АТ) 

OCh, A, NYHA EREHE 83k. HERRIE A 1.2, 

定义 二 阶 模 群 


SI,(Z) -5 aie 3, e, deZ, 01), 
设 
fa bY 
=! \є Sh, 
?= а) 6810), 


ЗЕЯ ӨГ; h, А, N) Е 2 y (e) = (ал+ Б) / (oz + d) 
MERA. BE “> 0， 利 用 命题 1,2, 我 们 有 
awe) h, A, N) 
= 33,0 mant(o- а) ev) 
= X; efagdg?/ (QcN*)) 
rey 


e(— emAmT/[2(oz+ ¢)(eN}*]) 
се 


= (detA) -ler ¿(ez +@уу“% 
(1.1.5) 
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Ph, ky = 2. e LagAg? +2hAg? + AAKT] / (20N) ), 
КЕТИ 


这 里 我 们 利用 了 对 任 一 wEZ*, mAn MERRIER. MA 
ad=1+be, 故 


Dh, b= X e(z(g+dË)A(g td) (дегу) 
олбо 
Аы 


xe(- Bl QgAbT + dhAKT /(QN2)) 
= e(— 9ААЁТ + dk ARTI / (QN%)) (h +46, 0), 
HE Och, Py RK Р mod N, 由 (1.1.5) 式 得 到 
OWE); h, A, №) (дер) (огр) 
> Ph, І) D 0(esg, cA, ем) 


Ест 4 онр) 
= „5. Dih, bosb, A, N), 
KAS N) 


D- lefi, 再 利用 命题 1.2 得 到 
0(bz- a)/(dz-0),h, A, N)detA 
KOC e(d efa) 72 ёш)" 
= Dy { >. e(LART/N) (h, k)} (1, А, М), 


ogy 
РЕШУ 


(1.1.6) 

# 000%), B МАС! з, 且 对 角 线 上 的 元 素 都 是 

偶数 ,所 以 
FABTI (QON) = (NIA. МАТ. N IAT) /2 
为 整数 ,因而 
Ф(%, k) = @( — bhAET/N:) Blh, 0), 

《1.1.65 式 右 端 为 

oO X D et- ba) AMT/NA OHI, А, N), 

Г) 


ТАК) ғ 


计算 上 式 的 内 和 、 存 在 x BUR EB Р, Q, Ж PAQ AM ilo, 
oa], МАТ ОН, а N Aic, BF 

ВА = (1- bh) AON), 
通过 计算 可 知 


#11 Ome т 
> е((1- В) ART/N*) 


зу 
ашыу) 


_f0, 0600), 
"л, 3 Im bh(N), 


a b\ ГЪ -0 I _ 
af е 这 时 我 们 假设 “=0(X)， 4<0， 我 们 
e d vd ~ 


B((az+b)/(ez+ d) h, A, N) 
(—¿(c+d/a)2(- iW elah, А, №), (1.1.7) 


其 中 
We de De БАТУ IN), 
«УКУ 
A Im(- 4) <0, Im(e +¢/z) > 0, 
故 (ter afer? = (- i) +72), 


同样 ,因为 La(- š) <0, Imz>0, & 


(= bey = (— aysa. 


MEL Im(cz+d) = сїт, 
故 ze (e +а/гу*® = sgn(e)*(cz + dyz22, 
其 中 
i, #e>0. 
sozi У 
所 以 
C- ilet a/y) t)" (isgn (ce) (cs+ dy, 


(1.1.8) 
ш 94100), AW HAY g EH айһ+ Ми, pay (7/1412)у°, 
于 是 
W = e(abhABF/ (9%), |4), (1.1.9) 
其 中 
wb, |d]) = 181790 У] e(-buAur/(2]4], 


waved 4] 


wea 0 6-0}, AH d- —1, др wid, |9) nl, Sp bex 
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9, 2 为 奇数 。 在 11.1.7) 式 中 以 ?+8mr(mEZD) RE Bhd + 
8то<0, 利用 (1,1.8) 式 及 (1.1.9) 式 可 知 
wb, 141) <w(b+8ma, |d +8me|), 

由 于 9 与 86 互 素 ,可 以 找到 整数 m, 使 -2- 8mc H- ARM, Ya 
ENP, Rig b= — (b+8ma), 于 是 得 到 

wh, 1010) =0(- 8, p) = pret D e(fudut/(2p)), 
A= 26 (p), ЖТ c=0(N), d 与 c ER, Mp RNR 
2 也 与 det4 ER, {РЕ к BE rE S, 其 行列 式 与 了 нж 
SAS" Bp SARIN, os 2.1 回 余 、 利 用 高 斯 和 的 结果 ， 我 
们 有 有 


BN 


w(b, |d|) = pr nS #(8#'а,л^/ ру ) 


бл NP 


=a (ata 
p 
这 里 ( 了) 是 Tegenqre 符 号 ,到 


(ШЕГУ # 0 ЭДЕ Р-ДА, 


Р 1, 否则 。 
符号 sx HWM AERA 
2216 Beta, 
an 车 we3(4)， 
ЕТ 


Ep5 a= іє, 
因为 det4 HRAT- EEN RT, p= - 18N), ik 


(BASA 


" a 
a(t 
КЩ 


һ евра), 好 Bo-ap=1, 所 以 28e=1(p)， 


EEE). 


811 9 ш & g 
аз, 50548, 我 们 定义 一 个 新 的 = 次 和 人 符号 
(外), 它 具有 十 述 优质 ， 


(1) (a, Dl (у) =0; 


a (i= 
@ 当 5>0 (588 Jacobi 8:39, фр b= np" УНЕ 
RTA 


(4) 当 5<0 "U +) espa) (58). 


See ph (у) ДЫШ ЕЗЕР Ж, WERENT, 


我 们 有 
(1.1.10) 


wb 19) =ереара (о) (ZRA) 
Е ¢ =0 нй css0 ТТВ 
定义 模 群 的 于 群 
„Це è 
гал), M e8L,(Z) | Jc А 
于 是 有 下 述 命题 ; 
Й 
өнг ш›-{° Dern, чка, ан 
"тш, À, N) 
=e(abhahT/ (203) (I2 dot A (y 
абадай A, N). (1,1.11) 
当 * 为 偶数 时 ,我 们 有 
0(y(2) h, A, N) 
тоанд) (C Deve 
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х (cz +9) 0 eh, А, N), (1.1.19) 
证 明 Е кора, SLL, 这 时 六 是 生 的 倍数 ,所 
Dd 一 定 是 奇数 。 当 《<0 时 ， 将 (1.1.8).(1.1.9) 和 (1.1.10) 式 
代入 (1.1.7) 式 即 得 .1.11) 式 。 当 4>0 时 , 以- У, 由 于 
(-7) (0) ="), 
ik 
Bsh, А, N) 
=«(аЬААМ] (у) ( CESCO 
х1} (-с4-@у*Ө(д — ah, A, Му, 
BAO ай, А, N) =g ah, А, N), 5 8084, 8 3=1, 
这 时 
[人 
当 сл 时 ,我 们 有 
(Heye саука 
=#(-вш(о)) (ЧУ) ае Сс dence) (ot yan 
уена, 


AAS @>0 wt, (1.1.I1) 式 也 成 立 。 

现在 设 为 偶数 ， 当 && 为 奇数 时 ， 利 用 上 述 类 似 方 法 ， 可 知 
《1.1.12) 式 成 立 。 当 怠 为 偶数 时 ，* SER AT А 
数 。 利 用 上 面 已 经 证 明 的 & 为 奇数 时 的 结果 ,我 们 有 


аъам +b 
тр 
(т „А, м) 


= o(abhant /(2N2))(&— De ыа.) 


х(ог+ eN 44)*28(z,ah, A, Му, (1.1.13) 
以 上 利用 了 加 /(2NY yak Box I WAEL 及 后 而 将 
ЖЕНДИ АПШ 1.5, 我 们 有 


1108 # U 
《- 1)*zdet Ay _ /( — 1) det A 
(Rat) (ope) 
ed, Ete ( GUA) а 1.1) 
RP E-N pe z 便 得 到 (1.1.12) 式 ， 
由 于 


6;(z) = 0(% 0, А, N), 
我 们 得 到 本 节 的 主要 定理 ， 
5 
定理 1.4 ву "его, 当 为 奇数 时 ， 


во) «(20804 are 全) edes 


= WO, 
aoo (СА үсе: to) e010). 
HAL ee = 1 A=, RNA, 对 任 一 
f b 
v|, а) е6), 
由 定理 1.4 得 到 
во) = (F), 
定义 符号 
jo, D =071(5)(oz+ dy, VEn, 
уеге), ALA LER, RIE 
В (ууз (2) ) = IM, 94) 

及 


өүү (2)) = FM, M22) OC) ) 
=j, V2) 302, 0), 


олуу, 2) = (у, VEIO 2), (1.1.14) 
引 理 1.5 Ша 0560, 4 无 平方 因 了 。 令 
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[Ф, #4=1H), 
lea, H d=, 84), 
MIRA bo (F) @ 为 奇数 ) 定 义 一 个 模 de st, ШЫ 
为 导 子 。 
证 明 ha yb WER, Вт 
a a 
(20) G). 


G) 设 @>0, 4 为 奇数 。 若 8>0, 则 
(8) (3) жае, 
б GHG) #4230, 


ж b<0, 则 当 ds1(4) 时 ， 
(2) Сат) aG) 
сюр 
deine Gece) - GEN) 
waa 
Gi) 设 Q<0, 4 为 奇数 。 若 1> 0, М 


G-GA) 
| (1а). 若 4=1(4)s 


COD), кен. 
车 5<0, д Ф&1(4ув], 


(5)=- (7)=- (= (ба) 


4 d=8(4) Bt, 


(2)=-( (a) - (anih (> ре 让 
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引 理 也 成 立 。 
Gü i 4=94,, WJ 


(0-С) 
(Cene жне, жауыз пва), MER 


Yas m, bo (+) a HOARE Ae D агли 
га 


$1.92 Eisenstein 级 数 


EREE, к З Е, 为 正 整 数 , 且 是 4 的 倍数 ， 
@ HENKE, Mol-l) =1。 我 们 将 构造 一 类 豆 上 的 全 纯 
函数 , 称 为 tisonstein 级 数 ,它们 具有 变换 公式 
РО) =) DSD, 
"|( N jer, 
AX JOI, 2) =1, #o(-D=-1, WRAP =0 适合 上 式 ， 
KARIER e(~1) =1, 
引 理 1.6 i2 AER EH, 令 
L= (mz+n|m, n€ Z), 


ШЕ 4 
Е,(2) = Р жк = meen) 
ЭН рти, УУ Е НГ Оп, п) (0, ORA 
证 明 令 Pm 表示 以 土 mz 土 m 为 顶点 的 平行 四 边 形 。 记 
r=min{|w|, weP,}, 


任 --wEP。, 有 |w| 尖 mr。 因 为 Pa 中 有 工 的 8m А, 
By, >Š D ol #8 È morn, 


айд 


м SLE OR Kin Eisenstein 56 


Збаў, LAR SRM, MAS z 在 吾 的 一 个 有 
RERNE, E) Begia, EC) ЖН БЕН 
ж. 


令 


а De, 


EME TON MEM, Bee, 定义 
Bo, Му) = E ejo, y 2.1) 


verkin 
By RA P. EON) RRR. 3326 T. ну, 利用 
(1.1.14) 式 可 得 
aldy) jY, 2) "5 =O) Od) I VDI, 2)" 
=@(@у) }(У, 2)", 
可 见 上 述 定义 是 合理 的 。 册 引 理 1.6， 可 知 吾 (o, N) ӘН EM 
AMER. MEV EN), 我 们 有 
Е.а, NYO) =H OCI, Р 09097" 


YeTwm\ PN. 
=б(Ф,,)3(',*_ D e(dy,)j(vy', 2" 
YEP aT oN) 
=6(d;,) JV", z)*E, (e, №) (2), 
这 里 利用 了 dry sdy-d,(N), 
当 1<x<5 时 , (1.2.1) 中 定义 的 级 数 不 是 绝对 收敛 的 , 为 了 
也 能 得 到 具有 上 述 变 换 公 式 的 豆 上 的 全 纯 本 数 ,引进 如 下 的 函数 


E,(s,w, N) G) = У 


Tera NP ON) 
x WE) Is D>" |30, 0) |79, (1.2.9) 
Ht z=ImG)>0, s 为 一 个 复 变量 ， 通 常 称 1jfy， yy 
Hecke 收 数 因子 ， 这 是 由 Hecke 首先 引入 的 ， 当 Re($)>2-x/2 
时 ,上 述 级 数 是 绝对 收敛 的 , 目 具 有 变换 公式 
8,8, 0, N) CYC)) 
=0(0,)}(р, D ECs, o, №) (0), VEDIN). 
(1.2.3) 


$1.2 Eisenstein 级 数 5 


这 里 利用 了 
Ime = lj, 2] 'Tm(2, 
ЖП ЖОШ TEM, H Br(s, o, NERA s 平面 上 的 亚 纯 函 
数 ， 然 后 在 s =0 处 得 到 互 上 的 一 个 全 纯 函 数 。 由 (1.2,3) 式 可 得 
Е.(5,®, N)(z+1)= Е„(в, o, N)(), 
即 以 1 为 周期， 我 们 将 首先 计算 如 .Cs, o, NO 关于 e(z) 的 
Fourier RAR, 然后 得 到 关于 s 的 解析 延 扩 x>5 时 , BB, (0, 
Ф, №) (2) fy Fourier 展开 式 即 为 (1.2. 了 ) 中 定义 的 玉 , (о, N) (z) 
的 Fourier 展开 式 ， 这 时 并 不 需要 引入 Носко 收敛 因 于 ， 但 在 下 
面 的 讨论 中 ,我 们 将 Kx>5 和 工 <x<E5 两 种 情况 一 并 处 理 。 
我 们 需要 下 述 几 个 引 理 。 
引 理 1.7 ЖА, YER, ВЕС, Ну>0, Re(8) >0, WJ 
ian э-ге» «рет, Ф А> 0, 
Бл 0, 3 3,<0, 
证 明 仅 需 在 假设 0<Re(8) <l 之 下 证 明 本 引 理 。 记 
B=a+bi, v= viet =8+ if (8, t€ R), 
ЦАО pf, 取 积分 围 道 (图 1. 了 D), 由 于 


1 
0 五 Ay 
图 11 图 1.2 
[ова = [е7 (ares) (ионго) каен) | 


一 eolabltep+ie->0(|oj „оо, >Y), 
利用 力道 积分 , 易 见 引 理 成 立 。 
当 和 >0 时 ， 


16 FIR 8 gefa Eisenstein 级 数 


tis sytem 
osetndo = ps- f verdo, 
Туа Jasa 


REUSE (图 1.2), 当 ?在 以 原点 马 为 中 心 ，7 为 半径 的 加 上 
时 ,由 于 0<a<1, 所 以 


тоова Гез „0 (r-+0;, 


AnH, 
10726 | = gr alalvitbots [у Co oo, s<M). 
故 由 围 道 积 分 得 到 
[> edo = ~ Í ord 一 eendp， 
ГЕ 15 -ә D 


1 1 
第 个 积分 沿 负 实 输 上 岸 , 这 时 一 1 = eis, 第 二 个 积分 滑 负 实 轴 下 
Rot -1 ея, 我 们 有 


Í wPerdy = втіха Kana =eap(l- в), 


[Гое = ~ gira [re azas =-=e™r(1- 8), 
0 o 
1 
由 于 
(29 = e-'4) PC1_ By = 21 (1-8) sin rp 
=9л%Г(В)г\, 
证 得 引 现 1.7、 
设 y>0, a BEC, 定义 
Wy, a, Ву= В) |” (1++иу шл латна, 
称 为 Whittaker Mak, 34 Re(8) > 0 时 ,上 述 积分 是 收 伍 的 ， 由 分 
部 积分 公式 可 得 
Wey, а, B) =8"17(8) ("Cereal 
=yW(y, a, B+1)+(1-a)W (y, a- 1, B+ 1), 
(1.2.4) 
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HEER THW (у, a, 有 解析 延 折 ， 使 其 对 任 一 (oo 8) EC? 都 
BE, тит GML W (v, а, В), 
引 理 1.8 Wey, а, 0) =1R Wey, 1, -1/2) = 
证 明 在 (1.2.4) 式 中 到 8=0, 得 
Wy, a, 0) = (g, a, D + (ауу, а 1, 1) 


=of d4eyetendus (1-a) (ауезов 
Jo 

=" artg-geg | ес an 

=f (1 +uya le" du fe wd +u) 


= (1 soo” =l, 


ШЖ, 01.2.0) др B= - 1/2, 得 
Wy, 1, -1/2) = (у, 1, 1/2) 


=yP (Vert Га СЕА 
3181.9 By>0, а, BEC, 我 们 有 
YW (у, а, 8) =y' Wy, 1-8, 1-а), 
证 明 Г(В)Й (u, а, BAG Mellin 变换 ( 设 Recs) > 0) 
PaO, Л (у, а, Вуду 
= r (ut le ta {ye-maydu 
fd fo 
=г(8) Ге 1y=tus-s"tdu, 
0 Пе(1-а)>0, 将 
(u+ РО аут 人 opera 
代入 上 式 ,可 得 
T(r) Wea, а, Вау 


=Г(з)г(8- з)г(1-а- 8+8), 
利用 Mellin 2283849 
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Wy, а, В) 
_1 ee P(s)P(B- syT(l -a B+sy yds 
Элі. i» Ti -ary 


其 中 。 适合 e> 0, Re(8)>e>Re(@+p-1), 24 
Re(8)>0, Re(l -a)>0 
时 ,这样 的 。 总 存在 。 取 变数 变换 =з -8, 我 们 有 
YW (Y, a, В) 


1 pee PCS) TS +B) +1-a) yds, 


Ort) pro TO-A 
Hi pA O<p<min(Ro(1-a), Re(B)), ERIN EA 8А 
291-8, Bol-a 2 КЖЕ, ИЩ Be(1-a)>0, Re(B)>D 时 
SFR WT W (g, а, В) С° LARTER, НОТЕ (а, B) 
ЄС", JERE. 
BUR 1. 10(Siogel 21) Re(a)>0, Re(8)>0, Rela +f) 
>l,z=z+ ge H, 则 


„Ж Gem тузе Dh, a ee, 


099 (2л) EA (y, а, В) 
me? 16 asap iay" (блпу, а, В), Find, 
= lateien xing, В, а), Hind, 
PJIP (BYP (a+ 8-1) (dry), #n=0, 
证 明 > 
f(e) =È +iytm) s (e бут), 
当 Ке(а+ В) > 工时 ， 该 级 数 绝 对 收敛 。 出 于 РО) ао), n; 
设 


Fla) = 


其 中 
“= | Feed 
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=("@ +y) 2 (a iy) вт 291 тйд 


sienoj (y ош) е (у бш) Pe de 


ñ эне 
-ie yA (Dy — vy “tet rdo 
Yate 


эн > 
= 4-an (a) ( снега emt r-o) Band Edy 
ШАР ° 


= батат (a) Ге оностон |е, 
这 里 利用 了 当 Rela) >0 at, 
(y= Play Тезата, 
Ф E=2xp, w= max(0, n), В Re(8) >0, рл 1.7 得 到 
Ca -®ли-чнр(ауг\г(Ву\ | E1 (E — 2ra) a te erede 
= (Qn) эт (a) tr | pep mya tortor, 
ахо, ип, REREH р-п = ng, 这 时 
(po) (payee trend 
дажа 人 асаасан жауа 
=пе**” [+1 асте ndy 
=т+8716712 У (Arny, a, B), 
当 2<0 at, w= 0 取 变 数 变换 = —ng, 这 时 
人 -De 
дажа (р gains чаз, 
т] IK: +9 ig eE dg 
= |в]е+&71 (4т iniy, 8, a), 
Bn =0 {н =0, 这 时 
Kawai. = (41y) eT (at 8-1), 


o 


MERKIR ECs, о, N) С) i Fourier 883828, 


30 SLA Өт Eisenslein 级 数 
令 
W = {(e, dyle, de Z, (e, dy=1, N|e, с220, ще=0 ва -1) 
TiN) pA YAR, 当 且 仅 当 它们 的 第 二 
FARRA- AR, BA Г„ ANY) PARRA W rh BJ 
(0, d) 一 对 应 。 设 Ке(+у>2- x/2, 利用 引 理 1.10, 我 们 有 (以 
eN RÆ 0), 

Е, (з, о, №) (2) 


=" + >. > (De 人 )eNa+ oleNst dl -} 


ES ENS о (1) е (hy 


x Я (2+ ay eee Co ony} 


syfi Ў ato, з, о, № (Y, (x + s)/2, s/e}, 


eH cms, e, N) 
=Ë CD 人 (2 (Zp). (1.2.6) 
当 Re(s) >? — x/2 时 ,定义 函数 
E'(s, 0, Му) == *%Е„(з, ө, N)(- 1/(N2)), 
(1.2.7) 


b 
设 7-( ¿Jean B a>0, 由 (1.2.3) 式 我 们 有 


ELG, 0, N) YO) 
тушу г) (2C UN olN 
ев, о, ху (А) 


(21 ye a(ayes*( Nb уа bja 


x Е,(в, о, N)(-1/(N2)), 
由 于 eds=1(Y)， 因 而 本 (ca) =o(@)，se = ee， 利用 引 理工 5， 有 


$1.2 Eisenstein sea а 


(2) Уч (ты) Ст) 


ЖЩ a>0, 所 以 
(Eyre 
2 / а 
(yo. nhi 
Card 7 Cay aye 
于 是 我 们 得 到 


Е, (в, ә, №) (рб) 
Ny, 
=o(dy “Е, 2. 
os) (7) Ф, OH, ә, муб), (1.2.8) 
当 c<0 时 ,以 -7 代替 六 由 于 
at- D(F JOI, 9*=1, 
故 (1.2.8) 式 对 任 一 >E P (NB Rr, 
4 #/={(с, d)]e, 462, (c, d) =1, Nje, d>0}, Г.Ж 
T (N): BJ eR оар 5 W rB Д) (e, 内 一 一 对 应 , 因此 我 们 有 
E,(8, о, №) (2) 
реў Ў ое (2 уела +ау-*в оме, 
出 (1.2.7) 式 得 
BY, = (з, ©, N) (2) 


ane $ абу РЕ} aldo 


syay- (А egress & 
=ypaN “BP oeza күзү ©. 


oA 


x > (2+9 КОИС +m)” 


Pan 
арама S b,a, s, о, N) 


x tty, (8 +x)/2, 5/2)e (na), (1.2.9) 
其 中 


b(n, s, о, №) -ў (3 
£, 


оне) 


(1.9.10) 
引 理 1.11 Ж {И 的 原 特征 ，@ Эди rs 的 特征 ， 且 当 
Cn, s) = TTT O(n) =o0(n), Mahe q Af 


= o(nye( 42) 
=н) (2) 5 =, euts/e)ano(s/0)B0(9/0), 
证 角 我 们 有 
> oe( 2) =5 on) D, ув. Ko) 
-PD огде" =) 


= ноа) оо) Ts >> ^ал) 
За c=s/d, 上 式 中 的 内 和 仅 当 clo mt, RAD с, 其 余 情 癌 者 为 
零 , 故 得 引 理 。 
设 Q=7 妈 为 正 奇 数 ,7 为 无 平方 因子 的 正 整 歼 ， 在 引 更 1.11 
中 , 取 o=( 3 а= G y gen, 这 时 s =, 我们 有 
т) g сео) (EEA. 


аб 
(1.2.11) 
这 里 利用 了 


am 
E)r, 
Beha (*- D/9, JE BER, OP 为-- 原 特征 ， 它 过 
合 
= int y = 
ар (0 ow ae, aD, 
REL Of RAGE 
a(d) =od) GRC, N)=D 


$1.3 Eisenstein se 23 
的 诛 特 证 。 
Ж x 为 模 六 的 一 个 因子 的 任 … 特 征 ,定义 
Iss, = È xea =Па- x(p)p 3)", 


СЕТ 
p ily ҤЕ ЖЖ. 
命题 1.12 我 们 有 
Ty (28 + 2a, 0f)b,(0, в, @, № =Ly (2s + 24-1, 07), 
ns 0 пў, Д 
La(s 42h, ob, 8, ©, N) 
= Lee (s th, @)3.(n, в, ө, N), 


其 中 

B.G, s, 0, N) = 5 plajo (ajo (heb, 

(1.2.12) 

BERRA JABEA (ab, N) =1, (ар) HERR а, b, 

证 明 当 m=0 叶 ;(1.& 10) 式 中 汐 内 和 仅 当 4 为 平方 数 时 不 
HE, BUA 

Beds s, 0, N) =Ñ aww pus) 
= reps Cp yp Big (prt ›} 


BENE 
+ 501-1 pley ena} 
aT lr elp pest 
= Hi oe) pe 
= Ly з 424-1, 0) Dy (25 + 2h, of)", 
nsima), УГТ Е. HEFNER, (1.2. 
10) RAV {дон d AER, A AR i, dy (1.2.11) 548 


到 
b, Cn, 


ДҮ? (тиз) (ruy крл 


LR бщ Eisenstein бк 


л 2 ao yw fey 

„= шуо уб), 

求 和 号 中 r.u а ЕЙ, Br PHS, ів шас, I 
当 4 无 平方 因子 时 нба) +0, «иу u = ab, 这 时 


в sab), njo тј, 


因而 
b,(n, s, о, №) = D payros aa phusaq 
x @(raib?) [ (DAN), 
这 里 我 们 利用 了 


ак 


-lena 
ee. 


上 述 求生 路 遍 适 合 (та, N) =1, abla т, a, b, Нтҗ# 
HAF, WW blo, $ m= bh, җа} alth, a/b =, HF 
ofl Ср | 0, HC, IhN)>1, 
leery, $0, ВМ) =1, 


故 
b,@, s, ш, N) 
= автын > p(aja (ajaaa 
ea POPO (1.2.18) 
易 见 
> n(a)o2(g)a 2-2 = 及 (1 -a(p) pa, 
НА 
(1.2.14) 
及 
or 
= leo? -s-a) l~ 0! (py р-з 
old, ter @) pe) = aS aye ` 
озор) 1-a (p) p= 


L (25 FN, 0") миш, ао (1.2.15) 


§1.2 Eisenstein 受到 % 


FLERE p, pli, PEN, Th OW 的 定义 ,可 知 这 时 ez (p) = 
0。 将 (1,2.14), (1.2.15) 代 入 《1.2.13) 式 得 到 
Bn, з, о, N) 
Ey (s +, oP) 
La: 42h, oF 
x „Ш ы -®Ф°(рур*7*) 
= ICs +h, of Py 
"TOS + BK, o) 
Bin 为 任 一 整数 , 令 x. 为 适 仿 
»@)=(#, Cd, Any =1 
的 原 特 征 。 由 引 理 1.5, Hanah, а 无 平方 因子 , ШЧ atA) 
时 ,xn WSF Bal, 09 а= 2, 3(4) 时 ,%, METH 4а], 
命题 1.13 我 们 有 
a,(n, s, 0, №) =, (nm, S, фуу, №)с,(п, s, о, N), 
其 中 
x M. nd \ Me-s 
саб, з, о, N) = 2.2 G ) a e( т ant СА 
(1.2.16) 
Ж пз0 н], с, (о, s, 0, МД, MIN л М К 
F WEN ЕЖЕТ) 
证 明 id N saM Mp a GN ER, Mise N|MING, JJ 
gx ‚(Му (ad 
= oon (4) (у) 
z aM nida + d, M) 
р> PAG неет, (-, car )( та). 


5 ot (by breed 


Bd oo (hyo bt 


dial А 


Ma, 3 都 为 正音 数 时 ,我 们 有 
(E) (E )ertezen, (1.2.17) 
ЖН ЕЖА 1.54 


on М J= (; жаза, М Юж) 


% ELE Omg 


Eisenstein dit 


М \/d,My 
s(a xe 27) 


T EREE d 


从 而 由 (1.2.6) 式 得 


y(n, ° о, N) 


= р 
Сот (ОТ) 
үм 
х tik» Fi (а 
=b,(n, 8, охь, У) с, (а, 5, o, , 5). 
EROI H 
te= Ifilo i (} \ 
eb == (10 01 ws 
e (n, s, ©, NAMPA) 下 -一生 的 系数 可 家 为 
TA (21) otaa o( y 
re (= му DOLE nd 
ot Lg ak, инан, SU RBM, х 
el(8, n), MAT (в/с) =0 (s H PRE). ЭЕТ x(n, s, о, 
Му. H ке 3(g 时 ,也 可 以 类 似 地 证 明 。 
为 了 讨论 ELCs, о, Ху ЖЕН, BE PAN ASL 


外 理 1,14 oral 的 原 特 征 ， 
Rs, оу = (т/лту®*°&Г((в 40) /2) EC, фу, 


Jes alde nd а уу ма 


其 中 
_ #ю(-1у=1, 
Ой, жө 05-1 
SUE RRR ME RPT, BP Жс, CORR RT A 
o, 
'R(s, @) | szerelt, о = Ке(ѕ) €J, 
证 明 + 
gli, ө) = Ў өф", (>й), 


81.5 Eisenstein ee at 
利用 
ajy 699) ap 人 i) = 人 1а, 
我 们 有 
R(s, в) = Lg ot md, @.2.18) 
将 (1.1.1) 式 两 端 对 2 取 微 商 ,得 


£= ñ x= 
S eae ert = je 


У gg aM А 


— 


于 是 
9.07%, о) -5 eldr” $ (m pd fryr erty рево 
= oa 


= (= rr AG tt ў renee > olde (加 ) 
a 


„25. т 
= (= pertain old)e(dfr) Ў olnyare r 
名 2. 
=c, (0)t ttg (t, a), (1.2.19) 
(0) = (rr be 21900) 660/7), 
ЖНА Т. 
出 (2.18) 和 (1.2.19) 式 我 们 有 
R(8, 0) = (Со, туой 


+ N gE, огон) 


1 


=o T ot, ore 
л 


+ 0 (4,0, ayo- wide, (1.2.20) 

' 
UP, о) 表示 上 式 由 的 第 一 融 ， 其 第 二 项 即 为 s,(@) 忆 (1- s, 
8), 由 此 可 见 R(s, о) 可 以 延 拓 为 $ ЭЁ] БАБАК, ПА 


数 方程 
AR(1-s, ө) =e,(0) Ris, бу, (4-2.21) 


№ 第 1 章 0 ñE Eiseastelu к 
当 o>1 时 ,我 们 有 
IR(1-3, @)j = |R(s, 5) | 
(r/r) 2p((g ++)/2)8(o), (1.2.22) 
为 了 证 明 引 理 1.14， 我 们 仅 希 再 考虑 -1<cs2 的 情况 。 由 于 
19,66, 0) | <2 Sacre ждет (I eer) 
因而 
IP(s, @) | <| е" (1— grater) ago нол 
= (r [xy err) 人 eid- erty eters, 
~ (1.2.93) 
Же >л, ЖАЯН, оо) (z/r, 1) 两 段 ， 在 
(1，%) 上 的 积分 与 ?和 % 无 关 , EO, 1) E,1/(1- e7) 885588 
ж, BERT A, WE er etd, щ-1со<2 
时 ,存在 不 依赖 了 ROWE B.C, 使 
f e(d- ете) Ble +) BNE 
Jaye 
-zA f beradig B+ Oreto, (1,2,24) 


ajr 
将 (1.2.24) 式 代入 (1.2.23) 式 得 到 

1Р(з, @)| <Dr?, (-1<о<2у, 
其 中 必 为 一 常数 ,因而 

IR(s,6)|<C,: (-l<e<2), (1.9.25) 
由 (1.2.22) 和 (1.2.25) 式 即 证 得 引 理 1.14. 

EJE 1,14 中 ， 我 们 实际 上 也 证 明了 当 吕 为 非 平 凡 特 征 时 
Rs, а) s FMR Е.А В Me, RINE LCs, о) s P 
面 上 的 亚 线 函 数 ， 并 得 到 了 它 的 函数 方程 (1,2.21) 式 。 对 于 平凡 
特征 的 情况 , 令 

n(s) =m": 2p(s/2)6(s) (Re(s)>1), 
Э E(s) 为 Rienvnan-6 Hg. AAMT Ae] (Re(s) 
>D, 


81.2 Fisensteir 级 数 x= 


?9 2008 =” = Learns 
(slew sje 


TREC) =8(s- DT(S) 为 5 平 而 上 的 全 纯 函 数 , 旦 ES) El- 
ву, 
引 理 1.15 设 KK 为 GC? 中 的 -个 紧 于 集 ， 则 存在 正常 艇 4 与 
B, 使 
[Р (у, a, B) <Amax(y"#, 1) (Ca, B) EK), 
证 明 在 引 理 1.9 的 证 明 中 我 们 得 到 了 
у (у, а, В) 
= 1 [PUSTE +8)Г(8+1-а) 2, 
= жа] „л. F(=a) FCB) weds, 
其 中 0<p<min(Re(8), Re(l-a)), p Ro(8) > ~g, Re(I -a) 
> -9 9 为 正 数 ,将 积分 线 由 Re(s) = -p BH Ro(s) =9 由 
r{-s+m+1) _ 
人 
BYR EC — s) # s =m ЙД RO C Dm, 故 
ow _ 4 Г(т+б)Г(т+1-в) 
WW, а, B) => Fa РАГУ 
1 fte г 8) Гв +В) P+ ia) , 
“srl, 7 7 раг) 7 yids, 
WT LRG Ct 上 的 解析 函数 ， 所 以 该 等 式 对 -一切 
ба, B) EC? MSL, УЛИ Ane Ag] 1.18, 
glie pscH, sec, 定义 
Fics, ө, N)G) 
=r (43 кзг (BREEN ry в +2, af) 
xE., ө, №) (2), 
其 中 k= (k= 12, 


T(-s)= (m20) 


(=y) 


м іж бї 


:Elsenstein “13 


„0% #2 
"Сї, жар, 


Ш(у+А-1у TAAA s ЭР БК 88. Ce + 0) /2 为 个 
Жаң o ЕЛИН, 2°, 可 以 延 拓 为 s ЗЕЕ ЕК А. 
证 明 由 (1.2.9) 式 及 命题 1.12, 我们 有 
(= 0) "%(2л) 7720/0) R (8, о, №) Су 
= š A(n, Y, S) ETENI py] errand (1.2.26) 
其 中 
AG, g, s) = Ту (8 +h, OR)B, M, 8, ө, N)P((8 ++ ko) /2) 
[W (Aang, (s +к)/9, 3/2), Bard; 
! 3 +K syl 
x (55r (z) 
х (аяте, 3/2, (s+1)/2), 0, 
AQ, Y, s) =T C3/2) "IT((s+ A+ ho) /2)T (s +x/2-1) 
xL, (2s +24-1, 0) (лоу 


我 们 有 
LS HATN) Г (8/9) 71 -2 xe +A +A 2a) 
(Heft e = (A + А) /2, 
以 及 
T(s +к/9-1уһ,(2в +к-2, @') 
=T(s+x/2— yL(2s+x-2, 0) п (L-app), 


出 此 可 见 ，4(0, у, 8) 是 s 平面 上 的 亚 纯 函数 。 当 o JEFA, 

2 (1.2.20) игр P (a +к/2-1у1(2в +x—2, of) Æ s PHEA 

ева Я, 因而 AO, у, з) s 平面 上 的 全 纯 函 数 ， 而 当 о WY 

LIER, PCs +к/0—1)ух&(®5++к-2у4#=1-к/9{Пк=1-5 

为 一 阶 极点 ,而 前 极点 可 以 被 因 子 1- 27977 抵消 , 当 和 为 奇数 

时 (这 时 ло = 了 ,后 一 盘点 可 以 被 因子 *+2 一 1 抵消 ， 内 而 
{s+h-1)A(Q, у, 8) 


81.2 Eisenstein 级 数 31 


вра, WY +1 = (x+1)/2 为 偶数 或 0' 为 
非 平 凡 特 征 时 ,4(0, y, г) з РЕ тИ. 
当 %>0 时 ,BCn, 5, е, N)AE s РТ] Le ede, Н. 

\B,(, 8, е, Ny! <pjnleete, 
Way, б,в aR, W any, (s +x) /2, 5/2) s PRLE 
的 全 纯 函 数 , 当 :在 О eK op ph, 138 1.154 

[W (4тлу, (з +z) /2, 8/2) | 

«О(4лту)-° *max(4any)*, 1), 
ЭВО Кут, tin 无 关 。 RNG 

Г((в8+%+ М) /2) DCs +4, OP) 

=T((s +ht А) /2 Ls +h, of) 

xH Cop) po), 

HAARA асо) = - 工 及 M =l, 当 》 为 偶数 时 ， 
ФЭ(-1у=1 及 М=0, 
HAL 14 可知 , Mosk PAST, T(S АА) /2)L(s +h, a) 
为 平面 上 的 全 纯 函 数 ， 因 而 Alm, у, ву 是 PRES A 
ж. MOP 为 平凡 特征 时 ОХЕ A BBD T +) /2)L(s + 和 
аур з= -和 及 s= 工 -》 为 两 个 一 阶 极点 , 前 一 极点 被 因子 1 一 
aik, ACG +A- DA, y, s) д в ЗК ЕЮ КРЕ, 
利用 引 理 1.14, 当 s ERT EEP H, RITE 
[(s+X-1)AG, y, з) ип (07 ey"), (1.2.27) 
WH YW (КК, H n 无关 。 
现在 考虑 <0。X 为 奇数 后 ,2 1) =1;^ 为 偶数 时 ， 

om(-1)= -1, 


ИН FAHAM 
1, 车 4 为 偶数 
我 们 有 
AG, gs) = (Ts +40) 2)L(s +4, oy 


na Жз O UGH fil Eisenstein iy 
хп (1-а (рур 
xW (4л тру, 3/2, (в +8)/2) x Г((в +x) /2) 
х (вА) /2) TOS +A + bg) /OY (8/9) 71, 
ЕФЕ TRA ñ 
атса H (s+x-2D)JI (8 4449-20), 


Hep d-Q.-941)/2, Ж ШЕЖЕ, WEH AG, y, з) 
A ТЕНШ, B s € K W, 
l AG, #, s) | ur” Ge 4), (1.2.98у 
оо н КЕ, tj n RK, 
hy (1.2.97) #1 (1.2. 23) sh, пио (1.2.20) RCs +А-1)2 
后 在 玉 中 绝对 一 致 收 分 ,定理 1.16 ШЕР, 
定理 1.16 ELl, о, NG) 延 拓 为 平面 上 的 亚 统 函 数 ， 
ЗИН (1.2.7)Җ, E,(s, о, N) (2) 也 可 延 折 为 《平面 上 的 亚 纯 函 
Ж, Es, 0, Туй HA (в, o, N) 的 变换 公式 〈1.2.3) 及 (1.2.8) 
在 整个 “平面 上 也 者 成立。 我 们 关心 它们 在 =0 的 站 。 
设 xs3, 当 #=3 时 ,9 PATE, ПОНИ Т, 对 任意 整数 
n, Dah, (5) 2) 总 是 有 限 数 。 定 义 函 数 
E,(a, N)(z) = E,(0, 6, N)(2), 
Е (о, N)(zy = EL (0, o, N)G), 
ВЕР r0) =0 RW (4zng, x/2,0)=1 GN 1.8), BC Bi 
1.19, QE 113,518 1.10 及 (1.2.5) 式 ,我 们 有 
E.o, Ny) 


ala ORTDA Sy La G, (Әха) g G ү 
=l + туйу È x non a B.G, 0, Bra, NY 


xc (n, 0, 5, Nyns-le(az), (1.2.29) 
МН (1.2.9) 28 
Е. (о, №) (2) 


_(—9лйу^: АО, OP) 9 oy уау (ne 
“меу È OR a7} Me 0, ® WED, 


(1.2.30) 


В, (п, s, 0, N) 


$1.2 Eisenstein 24% ва 

Wasim, 所 为 大 平方 因子 的 下 整数 。 由 纪 理 1.14 可知 

IL, (À, (базу?) | : ot, 

其 中 о ARREN 的 常数 ， 当 m0 B, IH dee 1.13 可 知 с, (љ, 
9, о, DHARAH. AT 

[#.(, Ж) (2) ојачана ы + oy bo 

(1.2.81) 

MoD MARA HETI, Л. (о, N)@) 是 五 上 的 
Ф. ЭНИН EL (о, N) (x) BEA LAS А 
Ж. 

出 (1.2.3) 式 及 (1.2.8) 式 ,我 们 有 

Elo, N)(y(2) = od) jy, гу* Eo, N)(2), 
Eo, N) (у()) 60001), 2)*El(@, Ж) (8) 


(1.2.39) 
对 任 一 ?E ГС) AR, 
命题 1.17 Hv Wie, р 为 奇 素数 , 令 


aQ" 0-3 (7 (AE) G>, 


@,(p”, n) = ep 


则 


e (n, 8, id, N) = > Pera (pe, п), 


HN v 
RE id RRNA LEN (ру д р" |, 
证 明 由 (1.2.16) 式 ,我 们 有 


oo 8, id, N)= У x (ex of 6 ИН" хэ, 


китуе 07 


BM =2°М., 0529, My 
BM), (nd \ 
EG) (u) 


Жо 


34 TLR Өйт Eisenstein ge 


EA 


EG) ) 
E а) В ауана) 


_ d, \ (nd, 
=a 2 HEN 


这 里 利用 了 (1.2.17) 式 。 进一步 ， 设 M = M,M;, M, S M; Tr 


ж.ш 


30 P: (yem) 


\ ech паз 
. 3f, /° С на 二 Sn) (20). 
出 此 可 证 得 命题 1.17。 
311.18 у>2 为 正 整 数 时 ,我 们 有 
2898086 H-I, p= 9274, DIT, бу, 
д°-Узенша-с-13м), Fen = 2-24, BH, |у; 
a (2", п) =! 2-0 全 一 & 1)* jems, 


: Hi n=2 Su, Au, Ho; 
lo, 其 他 情况 。 
其 中 
1, рй 
ё(х) = 
© lo 否则 。 
证 明 34 v ҖЕ, 
а,@', ау (àR не 25 уге), 

当 2-а 时 ,上 式 中 的 和 式 为 零 ! 当 29-2 а 时 ,该 和 式 为 2 
n =2°7%, 这 时 


Кн) ранее 


81.2 Eisenstein it 


М9 вкте эдн. 
当 为 奇数 时 (这 时 Y=3)， 
a, (2, ny = (e( Т” o( $2.) ~ e( -$2-) 
ag f Te ут nd 
к) д} (=з). 
4 Pa 时 ,上 式 中 的 和 式 为 零 ; 4 2773 ]а 时 ， 该 和 式 为 2 、。 
natu, 240, W 


у) в) 


8 


[a D, #2 


上 式 中 第 一 个 因子 为 等 ; 若 21, 该 因子 为 
5(:(8)- ZER А ays (4) а-к) 
0 车 rtw=0(4)， 


s 


Чы). # к+и=2(4), 


э, о(#*к+?\- s ‹-1)^ ы 
引 理 1.19 设 v 为 正 整数 ,P 为 奇 素数 , 则 
a, (pv, п) 
fen C Der), Жр pr la, prin, Uvs 
р", pe tin, рень, 210, 


lew, # pvr, 2|›; 

lo, 其 他 情况 。 
证 明 

а„(р”, пу = ep #5 = (59) (=?) 


= Bae ey 67 21 (far г), 


эр inn, ERRANA 4 pn N AA prt, 


x SLs OMT Fisenstein RK 
SB Pn, Evy WAR, J 
aa l-r 
а, (р, serps (2) anp `) 
|, F p” (ms 
= u=] 2B81- к. њр» он ye 
pea (IE), рч, 


тае (SP), жузщ, 
ору нр (ee ) 


[Ps Жр 
[р°°(э-1), жр"ја, 


Д.09, п) = 5) "a, 2", n), 
= 


Al, (2, n) -È 2-24 (2, n), 


A, (p, п) = р" а, (р, т). 
设 卫 为 无 平方 因子 的 正 奇 数 , 和 用 命题 1.17, 得 到 
s| @, 0, 44, AD) =Д.(2, п) TEAR, y, 
ñ 
e, (n, 0, 0, 8D) = А09, а) А, (р, n) , 
л» 
记 
了 ap 人 17 
би, 4D) = Mgt 4) в, 0, x0, 4D), 
当 #K>3 时 ,由 (1.2.29) 和 (人 1.2.830) 式 可 得 
А ag, Crist Z, 
E,(id, 4D)G) =1 + TJY Ehm, 4D) 
x ЦА, (р, nn-le(nz), (1.2.33) 
nar 


Жо DO = Gor È h(n, Фуча еы), 


(1.2 24) 


31.3 Eisenstein 24 Mi 


引 理 1.20 以 有 (2, ny ARIA 2) | n 的 整数 , 则 
А, (2, n) 


р “(le (- Dri f 1- зе wen з Qe -Dt } 
| 
1 


Ж, а), 


2e- eee 9-а) } 


12" “(i+ (= 1)^ b+ р 
= К AQ, n), (= 20/20) = —1(4); 
lo- “dell af “onan 
ба-ла -of CD m/e 
Ot nal 1 426 “(С i 小 


FJA, пу, С-ке а1(4), 


及 
А%@, n) 
30, 00-09-23 (4); 
TIAL, 0) 86010-1), ж (—1ув=0, 14), 
证 明 KAO, п) 105 h, E 211, Ш 1.18, 我 们 有 


ока oo 
A,(2, n) = > QO- 4) 87372 данакер 


=4-i(l + cryf y Е! 
я 


=2-(1+(-D2D page 


96-9) one}, 


BATA, jm 2u, 则 
Ag(D, ву rt) 
авання ассан 
QO aH wna (# ue еа era 


=2 (+ (Di) Lee = 


QOH Om HI ааттаа АИ) 


ав зуга SigA Eisenstein Re 


+ 2ecnwa-anieiag( u- C D Jeren, 


通过 直接 验算 , 可见 引 理 中 关于 A, 由 的 结论 成 立 。 

册 避 理 1.18 AN, 40-1) 72, 3 (4) BF, a,(2°, п) =0 
(0228); 33(— lyn=0, 14) af, в„(#,‚пу=1+(-1)%, BIG 
FAL, ауы EBLE, 

Hy (1.2. 29) RRM 1.20, 我 们 有 

E,(id, 8D) G) 
=1+^ е “уу А, 4D) (A,, ә) 


ЖҮКТҮ 


-*(@+(-1)4уу [Т Ap, пул te(ne), 
ЭЪ 
(1.2.35) 


引 理 1.21 Bhp WAM pen jn, 则 
/Ap-D 1 - peo wenn) 
pipe? -1) 
рате барла, 0210р, n); 
(p- ha -; perme. me) 


| 

| 

j=l рач 
| 7 pe -0 
И (EDP) слоган, 


\ Р 

Ф200, п), 
A {iE h=hlp, а), #2}, 由 引 理 1.19, RNA 
А, n) = Ж pew (phy -prenan 


gbl- речаи). 
ee 


pe ayer 
9721, W 
›л 
А.р, n) => ppp) 


С тур" У у-ва 

(Sl Yp 

_(Р-1(1- реони) 
рр“ °-1) 


81.2 Eisenstein ithe 39 
CHL) i) ee anim 
+( r= )z: нулти 
SERB Els, 28.40) (0) 和 型 (s, 20.4) (2) 在 s=0 的 
ш. RED RARE Ер, Beste, AREKAK 
ти, BI Can)? (ZE), щл 为 负数 中 不 是 负 平方 数 
WFA, 8/2, 0) =0, н Lol 1, (一 全 )) 为 有 限 数 ， 所 以 在 
5300, 44.4) я 2:0, 44.40) 的 展开 式 中 不 出 更 e(nz) 项 。 当 
n= то 为 负 平方 数 时 , a) P 是 平凡 特征 ,由 于 
&(1+5уГ-1(8/2у 
= (8/2)&(1+в)Г1(1+/2у—-—>›9-!,‚ (s-+0), 
所 以 在 (0, 44,40) #2300, 44.40) ур HRe,- тёш) 
项 。 出 命题 1.17 8318 1.20 和 .21， 我们 有 
оз — më, 0, 44.40) = 由 (2 -mT Alp, =m?) 
PD 
=(4D)-'(1-4), 
利用 (1.2.5) 和 (1.2.9) 式 及 命 感 1.13, 我 们 得 到 
Ез(0, 0.40) (2) = (4Бу-\(1—%уЁ(0, xp. 4D) (2) 
=1-4т(1+%) Sgn, 4D) 
x CT Asp n) = (4D) блефа), (1.256) 
Pi 
SERIE BREN fi Ga, 4D) (2), 
WIND, 类 似 地 可 有 
ECO, x1, 4D) (2) – (4Dy-1C(1- 404 E (0, xon, 4D) (2) 
=1-4r(14 yle (їп, 4D) 
x (абр, In) – (AD) (1 - iy)nt2e (n2) , (1.2.37) 
ЗАЗ ИП fiOn 4D), 
类 似 地 在 
oa ~ mê, 0, id.8D) = А(9, т) [[ As(p, =m?) 
rib 
= (8D) (1-4), 


40 Bl 0 h Eisensiein 8 8 


4 12D 时 ,我 们 有 
Ез(0, xi, 8D) G) – (8H)“1 ~ 1) 20300, хара, 80) (г) 


=1-4r(1+ iS (I, 8D) (442, iny 


xH A(p, ту - (80)-1(1- #))њм?е(м), (1.2.38) 
Апа / (х, 80) (0), 
考虑 Es, о, у EG, 9, 高) 在 5 = 一 1 的 们 ， 令 


pea BB, @ N)P +2, 0) 
Fx, NG) = э тур ов 1577 


(1.2.33) 
Же, ол, Жулы{йв 2, 0) 


Ро, Ny) =- On (1 + NTs Tl, 0") 


{1.2.40) 
Ч о JEE АЙН ЕЙЕЛ, LO, о) =0( 见 引 埋 1.14)， 因 而 
А ' = @ (1 
(йез, 0)', a 118, vpi- =0, 


当 @ 恒 为 1 时 ,上 式 中 乘积 为 零 , 故 也 同 料 成 立 。 因 而 在 o, N) 
的 展开 式 中 不 出 现 e (nz) (n<0) 的 项 ， 当 n>0 时 ， 由 引 理 1.8、 
1.9.1.10, 有 
ty, 1, ~1/2) = (9л у!1{-®1е-1яту-1г}Р (deny, 1, -1/2) 
= aril + ijen -t (ттуу) t W (deny, 8/2, 0) 
= -2a (l 4 ijy rer 
及 
toly, 1, -1/2) = Әлбурз, 
所 以 我 们 有 
filo, №) (0) =03(0, —1, 6, N) 
$, L (0, Ox) O) 
L,(-1,8 ` - 
x osn, —1,&, Nye(nz), (1.2.41) 
这 里 ca(0 —1, 6, N) Te (1.2.16) 中 的 级 数 对 s 解析 延 折 后 在 
s= 1 的 值 ， 阿 样 也 可 得 


Bln, —1, бул, N) 


81.3 Bisensteia jx А 
filo, N) (z) -1+2 7% Oe 
x Bs(r, 1, oxy, Nye), 
(1.2.42) 
为 了 今后 使 用 的 方便 , 我 们 将 引 再 1.20 和 1.21 中 的 如 (和 
中 的 表达 式 重 写 如 下 : 


4AG 4) (1-8. 2-04 a), 

| 车 244(2, n); 

|4-1(1-- (1 -3.2 48), 

| ERO, п), п/0%@® =1 (4), 
LB = шала уа -#-ме®л)у, 
| PLR, n), m/e =3 (8); 
7d- 
| Bath, n), n/2O =7 (8), 

(1.2, 48) 


бр (lsp etema, Ср, я); 
р-р ний, 


арп) = gp m, (SBE) =, 


арро 
007, 2100р, n), (= 


(1.2.4) 
3181.22 ўт у DREKT, W 
Ө! 
=1-41(1+0) z A (n, 4D) (A, (2, a) -4-1(1—- Фу) 
хз», n) p) ALG +As(p, mael), 


(1.2.45) 


а Фів б Eisenstein а 
= 21 + Dun(m) fT Gd .8m) (z) 
=1-4л(1+{) Š Ая, 4D)(A (2, a) -4-1(1- 4) 


,BCE) 
xT lp, т-р) H (+A, п)) теа), 
Pim Didi 
(1.2.46) 
证 明 Ben sab’, а WPA AL ER. ЭПР Ош)” = 
X-e。 是 -个 奇特 征 ， 出 268, Xx-o) REC) MRE (LS) B 
1.14 及 其 后 的 说 明 ) 我 们 有 
LO, x-a) = C/T ADEA, X-a) 
及 20-1) = – (яз) 0), 
这 里 利用 了 
2 fa dye(d/r) = аут, А 
тко Р, Ш 1.5, 当 2|a 或 6=1 у, T =4a, 5 
a=3 (4) 时 ,? =w， 因 而 
140-1, id.) Eaa (0, z-,) = — Din(2, id.) anll, Zen) 
xara TT A x-069)) A -p-a (p) TO p) 


x= pt) TT A- poti. (0)) а-в) G 9.47) 


fia h=ACp, п), 出 (1.2.12) 式 ,我 们 有 
Bolat, —1, Xm, 4m) = SL CX- 


КЕЙ 
дыл э мар 
= ICE УЖ PP д>) 
= g oe (9) о) TL me 
табар = potior 
{$ paolo) S r) 
g = 
CR- Alri 
x Uf >, r), (Š pr x-alp) Ж ғ) 


ратам pin МТБ 


= Ц, ots Д, "Ш >) 


PID BER Da Plapinims te 


81.2 Eisenstein 级 数 8 
nie A/2-1 
х П. 加 时 
x Blab, 0, хь, 4D), (1.2.48) 
利用 引 理 1.18 和 1.19， 道 过 直接 验算 ， 可 得 到 (1.2.4) 式 、 注 
iG, MH aR a = 4) if, х..(2) =0 当 6=3(8) 时 ,X-o(2 =- l; 
4 а=7 (8) 时 ,X-af2) =1, 
当 ?* 为 奇数 时 ,aas(25， 0) = аз(р”, 0) = Ü, 
33 v 为 侦 数 时 ,as(2"，0) =2°-2(1- 6), аз(р", 0) = Cp"), 
由 命题 1.13 我 们 有 
(0, — 1, ¿d.8m) 


ell i) 2e [ү > p asss (pt) jy 


Pa E 


=4-A(1-i) oe TES ppp) 
= Te}. 1 A p Pp 
=н(т)(%-1), (1.2.49) 


#п=айей, а 无 平方 因子 。 这 时 我 们 有 
ca(n, —1, id,8m) 
-$ 2ra, ET (S) palp", m) 
v=: Bim Зур 
_f0, 车 n=1, 2 (4); 
waen, # Ца-х.(р))ж=0. (1.2.50) 
现在 我 们 来 证 明 (1.2.50) 式 。 
车 %=1, 2 (4), 出 引 理 1.18 可 知 
z, 2-%04,(9°, n) = 0. 
а -х..(0)) +0, Чорай ў, яр ШИ: o, B 27, W 


Ў рттар", аё) g pp (pe) — рван —1, 
车 Pp 不 能 整除 《 (ОП 2 |5), 自 假设 条 件 ， 这 时 -lp) = — 1, 因而 


I ppp") 


У) potap", abt) = 
= 


ph 


и ALE Ори Eisenstein rg ox 

4 p= 2a, 2 (Е о, B 2h, 则 
> 2- "ay (2”, n) -5 Ki 
= = 


-202-gr = 4-1, 


若 2 不 能 整除 @, MA, ERRI x- (2)=1, HOR 
вж1(4ун 423 (8), #e=l, WJ 


а 2 tl, 
若 4<3 (8), WJ 
$ aa, п) =Ў аласт 
©, Qt el узд» “= ¿- 1. 
成 了 (1.2.50) 式 的 证 明 。 
当世 人 -Xe(2)) =0 时 ,我 们 有 
(AQ, яу-41(@1-4)у[ Cp, WD) #0, (195) 


Ga mx. (2 =1, WA адеб а (8), BAR 
21.60, 


у Baln, -1, Xen, 81) 


==; у BO -1, xp, 4D), (1.9.52) 
ЖЖ (1.2.47у— (1.2.52) R, WH (1.2.41) REH (1.9.46) 
x 

1.19 和 定理 1.16 取 H Shimura, dy Rü 1.13 j BI 


Sturm? 


第 2 章 
模 形式 空间 的 维 数 


$2.1 模 群 及 其 同 余子 群 


a, k, e, ER, а 50-1], 


s б. 


& SEAR) ={(45) 


对 任 一 0=( 2 1 )е81(В), 定义 复 平 而 上 的 变换 


a+b 
00 = са+@?” 
易 见 
000) = 4 Img) 


T 


十 
所 以 zc 人 2) 决定 了 上 于 平面 卫 上 的 -个 变换 。 击 于 二 5 对 应 互 上 
的 癌 一 变换 , 所 以 我 们 得 到 的 五 上 的 变换 群 为 SL(R)/+1, 
变换 2 30(:) 的 问 定 点 为 
ot +(4-а)у2-Ь=0 
的 根 。 当 e0 mh, ERB 
(в -@ /(а +04) 90, 
Ж о—<0 时 ,我 们 有 оС) = ce。 上 述 方程 乘 “后 化 为 
(1-@)z-ah=0, 
Beal, WR n>n (туг — дї 
Җ а&/(1-а^узң А, 
定义 2.1 HoeSh,(R), cx +I, PEH лэо(гу{Е H р 
Л, Be oO Hs HE 20 (2) RUY {oo} РОН 
”的 加 定点 , 称 0 为 抛物 元 : 落 变 换 z->o(2) 在 RY (ооу 内 有 两 个 
HER, KORRA, 


BON, AERA со 


了 


46 Sake He Ж 


(0) =0+7, 从 上 述 讨论 得 到 以 下 命题 ; 

命题 2.2 WoeSh(R),oe+], WAT 10) | <2 
Bh, o ARE AHO) =2 84, о 为 部 物 元 ， 当 县 仅 当 
|trko) | >? W, ç 33 BE 

自 此 可 知道 ， 当 0 ARAT AHT NAE, 对 任 一 +E 
SL,(R), ror! (PR h 3956, BHT) 

# o=(7 a est В), Holi) =+ WH a=d, c= -t 
MW ё +b = 1, ELL 


wE8E,R) loci) = 0 = 9080 san] 0<ё<?9л 
ESL(R) OC) == -sing сов0/1 ~~ J? 


WARK SOQ), he=c+ieH, 取 


ays 
=( о ула JESTR), 


WE rC) =2, 故 
{a ESL, (R) jo (2) =з =т.80(2).171 
BH SERY (о), Ç 
F(s) = {lo ESL, (R) |о(з) = 5}, 
Р(з) = {бє Ё(з)|о Ўй Т, 


易 见 
F (eo) -la ia) a bER, аз0 } 
СТЕ 
EWS € R, He 


0 -1 
-人 esn, 
MF т(#) = so, 所 以 
F(s)=t"'F(0o)t, Р(8) =r P (co)t, 
上 的 拓扑 在 SZ,(R) 上 诱导 一 个 拓扑 。 设 为 974R) 的 


$21 HARRAH a 
BRER NEPA, BEET 的 一 个 构 圆 元 o, 使 7(2) =a, 
We ЖЮН Г ШИНЕ s. ЄК) tco}， 蔡 存在 工 的 一 个 抛物 元 
с, B o(s) =s, Ше KATERA. HoW THERE (RA) 
时 ,对 任 一 ?ET,，y(@) 仍 是 工 BBR) 

БП SZE 51,08) 的 一 个 重要 的 离散 子 群 。 设 入 为 下 
ЛЕ БТ, ПОЯТ ЕГ, ХФ 


го) -f° esr(z) [anda], b= oe O(N) |, 


EIRE ST,(R) ВЕЕ Ж. 
设 了 为 模 群 的 一 个 子 群 ， 若 存在 某 一 正 整数 六 , ГОА) С 
P, WaT ARAGIA A., TON) ГОТ) 为 本 书 中 主要 讨 
论 的 问 余子 群 。 
将 民 看 作 一 个 加 法 群 , 设 4 是 及 的 一 个 离散 子 群 ， 令 a M: A 
HR DATE, I A = {ralnEZ}, A 5 Z Ы, 
命题 2.3 Wr ASL (RHA, AT BRRR, W 
T,= {9 EF |o(z) =2} 
是 有 限 循环 群 . 
证 明 由 上 述 , 已 知 存在 YE SE, (К), 使 T(%) =z, 因而 
P.=Pnz.S0(2).r 1, 
SO(2) 与 加 法 群 R/Z нр, WUE ERR, T802) -17 
也 是 一 个 紧 致 群 。 由 于 了 是 离散 群 , 故 T: 是 紧 致 群 z.8O(2) .7 
中 的 一 个 离散 子 群 ， 它 必定 是 有 限 群 。 玉 的 任 一 离散 子 群 都 与 
ZRH, AN R/Z 的 任 一 离散 子 群 都 是 有 限 循 环 群 。 
我 们 称 Тг п + J) 1259 3885. z 65 r. 
命题 2.4 设 T 为 SL,(R) 的 离散 子 群 , s T 的 尖 点 ， 
Tr, = (0ЄГ|0(8) = 8}, 
MPP MEDS ZAH АГ, pi- TRA +I, RAH 
The 
证 明 已 知 存在 rE SL, (R), 使 T(8) = co， 因 而 
T=TNT iF (co)t, 


48 жак BUR px 
RIIE ttt тга (оо) 2 (sTr-1)., tTt tt ÑL.( R) 
FORCE: M, НЫҢ nf SL, AR MBE, 仅 需 对 s= co 正明 本 定理 。 
PAP (co) Й В, ГАР (оо) ИГА (+ T) GRIT BR 
THA, 因而 与 Z йй, CNP Co) {үк — 453 

1 hy -1 hy 

eefa U| a) 
它 具 有 最 小 的 正 数 加 。 
假设 TN (oo) 中 有 -个 发 四 元 


ba 
(о - ), (a0, +1), 
o | 


必要 时 以 jr! 代替 4 可 设 iei<], 这 时 


‘+l һү rnp 
| 0 ar ETAPO, 
这 与 加 的 定义 也 所 。 

定义 4.5 Hem CHURY (eo), 着 存在 ET тов) 
ai, ТЕГЕЛ: 

ЕЖЕН ЕТНА А 

што) 1) WER, соо, Hee Ri 


ВЕРНА ДИНЕВ НОН о о =( )， 它 以 some iy 
BAA, ЖН oD, 否则 ,0 以 oo 为 固定 总 ，s 是 方程 

ca’ = (d—a)e-b=0 
HEAR, БЕШ в 一 定 是 有 理 数 。 反 之 ， 设 p19 为 任 一 有 理 数 ， 
且 2 与 9 EH, WEEER ut, 使 


рв ау. 
o-(? нева), 
FOC) = 219 оН, Е p19 ЕА ЕНА, 


总 结 上 述 ,可 知 QU (o) ВНА, RETES ооа, 
Жо ЭЛНИ, йй 2.2, 可 知 ltr(o) |<, 000) 


82.1 ARMEE RFE 49 
FEVER. a =O +1, о EB WA dot(o-~el) а? + 
l Ratel, al ot=-Lio=41, Hot=-I, jy(-o) 
=1, 所 以 我 们 仅 需 考虑 好 = -I Rot = T W Aun 
设 吧 = — 1, 邻 Z[0] = {a+bola, be Zi, ES Zl, 
ЛК, {E тЄ210], We Z° EI -个 变换 


人 
MA Z° AE Z o) ЕЛИ, 2 peepee (9), 着 有 +=6 
bo pea( 4) =0, 则 


® 名 
= (a — bo) (a + bo) [ Jace aon ( ү 
Уу у 
Т а= 5=0, т=0, 出 欧 氏 环 上 有 限 生成 模 的 基本 定理 ， 本 
НИТЕ u € 22, 使 
22 = Z[oju = Zu + 7и, 
8 0 =u, 则 oz= -u, B 


0 -1 
g (u, v) = (и, 0) (i 0 ). 


(2) 表示 以 入 .9 为 列 的 二 阶 方 阵 ,2 是 2Z? 的 基 ， 所 以 
det(u, o) = +1, 
#; det (u, о) = 1, Ws, o) ЯШЕН Ж, Н. 
s= (u, °{\ 了 )e, өл, 
Ж dot (u, ъ®) = —1, Mo, ш) BCE Ж, П 
o=(v, wf ot )e, ut, 


10 
mo temp RI о sei, рН 


MBE AE 2, 所 以 0 ШИЖ ACS š 等 价 , EIRETIER. 
оз = I, 这 时 Z[0] 仍 是 欧 氏 环 ,2Z? 仍 可 看 作 Z[o) 的 模 。 


50 жоя МЕК 
a(g ) 是 Z есеб, aH z =a -bot (5 )=0, ш 


x т 
O= (а-%-%ю)(а+)( |+@-Ф+ь){( ). 
y xg 
因而 oz — ab +15 =0, R ИГ Н a = =0。 因 此 我 们 仍 有 
22 = Z[o]u= Zu +Zou, (we Z), 


A 0 sou, ll) gp = -ov-us =u, 所 以 
fo -1 
ou, v) = (u, ly т). 
车 det(u, 0) =1, 则 
{0-1 4 
G= (u, “(1 -1/® a, 
3 det(u, v) = — 1, mi 
f-11 


а= (9, Шш 


отт 


Teo 


Жш. т Нн ee 21 =O 的 根 ， 即 为 三 次 单位 根 
р= 6", 出 此 可 见 , б хел =Й А, Н; p 等 价 。 

综合 上 述 ,我 们 得 到 以 下 定理 ， 

定理 2.6 ЖИРНА QU (co), PRAM o% 
th, RN A ARAL ЕЙ, BPA MBAS š ЖЫЙ. 
FASB BLES p 等 价 ( 这 里 所 说 的 等 价 邦 是 模 群 等 价 )。 

ЭЖ ИЕН АСР Г (Ау NARA, ЖЮ 
Noi Ai MC) = РО) =SL,(Z)), 

HL, ЖИЕН EMS Pa RZ IE, 


ОКЛИКУ 
о) xf: -1p 0-1 о}. 
工 (六 ) 是 模 群 的 正规 子 群 , 当 克 > 1 时 , 以 上 诸 元 素 都 不 属于 PCY) 、 


821 И 
可 见 PON) ЕН S. 
出 定 于 2.5, r GVB С ГВ — BT oR BY 
定理 2.7 UY Ae PRR) HORNS RB 
每 价 类 的 个 数 , 则 


0， жа, 


val 1+( BUN, 
G #912; 
"| 
N 


Т (1 +028), EIN, 


0, Hp =2, 
21у.) 1, # ps4) 
-1, #p=8(4), 
0, Hp =3; 
(С®\-1 1, зве), 
-1, Hp +268), 
证 明 НАЕ СУМА. ha 2, JD (N) 的 两 个 二 
阶 椭圆 点 , 因而 
Г. = Er GN) jo) =a) = (I, 20}, 
Г. = {0 EL (N) a(z) =} = (+I, +0), 
其 中 o) Mo APN) WAAT, WERE CTE p 5; 


0 
(15 0 жи. жа Ба Ak p (N) St, WA re P (N), 4 


(a) =з, KB Cnt 属于 T,， 不 准 证 明 тоют ee, 而 
不 可 能 是 -4。 所 以 习 5 ж Ж T UN) 等 价 的 充 要 条 件 是 01 与 0% 
PON) TER. > 为 本 图 元 集合 


z- jr ( Н p rennt esh} 
在 TON) rh ЗЕ, 


其 中 


бо, а) = (1, 97, 
оо, H ZUE Z EME, RATA 


А А /0 -1 
(ба, io) = Q, n M ү 


= (@1, @)0, (2.1.1) 


又 令 
J = {a0,+0No,|4,b€Z}CZ[4], 
QA DRRWIILZ 6) EE (HX to) € Л), LAA 
述 两 个 性 质 ; 
0) 理想 了 的 范 数 和 N(J) = (Ze J] =N, 
(2) Best] 为 任 一 整数 ， 则 J 了 不 包含 在 9 生成 的 主 理想 
(9) 内 (因为 1 é (9) = (ago + до, 1а, 5623), 
反之 ,车 了 为 ZOE, EROS, Wd), 可 
以 找到 Ze] ASE olos 使 aot 2028, EZ) WT WH, Н 
ее, E152 =N. ЭХЕ I Cla), A) а =1, а=, yee 
时 以 一 0: (RY о, 我们 总 可 假设 
(a1, 0.) = (1, 4)T, T e SL,(Z), 
ЕШ 
А 0 -1 
Cio, {шу = (01, oe 0 ү, 
HT 4®є 7, 故 
т} pes 


MEREN 2 中 元 未 人 Fa() 中 的 共 力 类 与 Q[ 匀 中 其 有 性 
质 (1) 与 (2) 的 理想 一 一 对 应 。 设 


al? -lres 
а= ро 65 


00-1 
wz лев, 


82.1 MARTA TRE 83 
相应 地 定义 
(a, @) = (1, ÐT, (@!, @ = (1, TD, 
及 
J= {ае +bNe,|o, bE Z}, 
Jı = (a0; + No la be 2), 
ШЖ Јал, 由 于 (oy, Ф.) = (of o TIT Ro ЄЛ, 
Ti7=rEroCN)， 
Вий e= tloy, Wo уо EN) pith, ЖЕ, ke 与 om 
ХЕ TON) th ЗЕ, eo =r lor, Җор r€ P (N), 2 
《of 2) = (а, өз) т, 
我 们 有 
(ion 40;) = (01, oz)0 (iol, tot) = (01, 01)0, 
(оп, е,) 5 (от, oD AAW 
РНИ „(ч 人】 
Ort + (On —%}у =O, On On 
КОКЕ, ATEAC), 使 o) = 和 of =r, HT oY, of 是 
ZIRE, CEB түт, Hi nof тон =1, Mili no, +m, = 
k, MEZA], MF oG o № Z] A, IAT ШЕ BJ 
X le Z[e], А Ж Z[4+J ñul 226, 因此 
J= (ao + bNolla be 2) =, 
熟知 名 [ 订 是 主 理想 环 , 理想 J = (+ iy) SAAR 和 
(2), W 
BN, (ysl, 
ЖАЗА а ЯШ у 的 不 定 方程 的 解数 为 
-1 ы 
| а 1+(=)), ALN, 
0, ЖАМ, 
(SREP, GESI BARI), HF (+), t(-9 
ж бх) - FURL, И ИЕШЕ va MAN 
елш p (N MLE Pr W. Da Ai UD GN) 的 两 个 


54 第 3 章 MURS MR 


ЗИЙА, r. = (zT, 20, жо 及 P= (E, +0, жой, 
/0 -1 
TOLL чо 在 本 村 中 都 与 { 1 Суп. aie 
10 -1\ -11 01 1 -1 
(ло 02 (io ) 
ee ee Me eee) 
MOTD +l, ААК) +1, XQ D +1, 4-H +i, 
PUTA — IRATE See NS OTE, +Ë 


[| ai 人 0) 
-10/ 


假设 存在 ?YESZs(Z) ,使 yay 1=o 1。 已 知 存在 TESZ(R)， 使 
| ? ‘Jesoo (9+0), 
-9 p 


Ф or a) 
由 此 我 们 得 到 


(os а) 
с а-а 2)” q р Ле ар 
ар - Ьу р +ад \ ар- сд bp-dg 
(а д (та аты) 
Was — d, b= o, 这 时 
dety = ad — bc = – at — bš <0, 

_ " . 0 1\ 1 -1 
жай, ше чет жий, ИЙ үүчү 5 )® 
AiR. Alia Sa 82 P (N) 等 价 的 充 要 条 件 是 与 0; 在 
TN) HSER, vs 为 机 加 元 集合 


0 ~i 
«(ү T tern testa, 


82.1 В. 


i BE 55 
ETM PRR. AATCC ЖА AMAT, pl 
21000 20), AIER буз 为 不 定 方程 
а -20+0:= М (8, 4) =1) 
的 解数 .利用 该 不 定 方 可 解数 的 结果 , 即 证 得 本 定理 。 
引 理 2.8 我 们 有 
[SL.(Z):P(N)j= Ns ца р), 
ESL,(Z):To(N)] Na +P), 
证 明 ju r= SL (Z), ERA AM 
f, T—>SL,(Z/NZ), 
a—— >a mod, 
Ж «ЖАПШЕ АЕ STERN, SRO ГОМ), 今 证 f 映 
上 ， 即 车 任 一 二 阶 整数 方 阵 А, Fett =1N), 则 存在 BeT, 使 
АВМ), 熟知 可 以 找到 UVET, 使 
UAY = (4 中 
Ü m 
我 们 有 aa = 1+ rN, тй, & 
в-(“ +N mn) 
N а > 
HF SNEER, ATREA Y, 8 r + ass — UN =0， 因 而 
datB = aya, + 4,0N ~yN? = 1, 
BB er, BR UAV В), 取 B=D-tB'y-! 即 可 。 
因此 我 们 有 
(rer (N)] = [SD,(Z/NZ):1], 
BEN = Пр" 为 标准 因子 分 解 , 由 孙子 定理 ,我 们 有 
ISL,(Z/NZ):11 = (Z/p°Z):1], (2.1.2) 
h, GL,(Z/>"Z)oGL,(Z/nZ), 
a odp%->6 molp, 


h RREH 


56 AER ae RIB RR 


{а b „уз bh à 
х ¿Jeenegz2 |, jst @)| 


BD [Xe] = ped, Щу 


(GL, (Z/pZ):1] =(p?-1)(p*~ Р), 
所 以 


[@1(2/р'®):1] = ре(Ъ- pd ~- 2), 
Be GL(Z/p°Z) Bl (Z/P Z" RM, adota, HBA SLAZ/ 
PZ), BARER, i 
(SL, (Z/p*Z) :1) = (@1,(Z/n°Z):11/e (p°) 
=р%(1-р72), 
th 2.1.2) SBI Ca], 
Le MEU f СЕ, Г, САГ) @ Эт 


i b 
[Ë g JESEN eim (ту), 
Sop ae No) 50, we 
IT :TN)] =[8 (2/4 ®):1)/(Же(®)) 
= NII +P), 


MELI Ty SLAC MREE НЬ, PONT MTB, H. 
Errico, WEST АЯЗ ЛӘ АЕ Q, 

я BAT ART MRA. BZ, R s T i 
SA, WEET Шо, об) = 9、 由 于 Fr:r <=, 一 
SATIRE, WEN, ÆSIR) Ф ЧР n 

i 
[y тувак, яве "|н, momen 
Ж, POS) =з, э 也 是 ГА, 

出 定理 2.6 Ауа 2.8.2.9, ГОМ) T (N) AE 
AE QU (oo), ТАИ, SAARI е ETRA 
в}, d ЭШЕ, o yawa, B (e, D=1, 5 c=0 N, 
4 4-1, 1/0 жж, 

定理 2.10 AGE 


89.1 MER RAP TRE 5? 
{8/в | e|N, (e, 0-1, de(Z/tc, Nfo)Z)*} (9.1.3) 
EM (NA SSW RE, AM ГСУ) rS THD 
vazD, N/e)), 
证 明 GH yc, М/о) нж, 6 
dad +(e, М/с) Tp, 


иел 
яна jo R. B d= d((c, N/0)), 所 以 (2.1.3) PHARM 
的 个 数 即 为 
Rees, N/e)), 

余下 的 则 要 证 明 ГС) 的 任 一 尖 点 与 (2.1.3) 式 中 基 一 尖 点 
PUN) Sty, (2.1.3) 中 任意 两 个 尖 点 MRS 

Bde Mase 为 两 个 尖 点 ，" UN WHT, B d - d. ( (e, N/ 
人 )， 这 时 可 以 征明 ae 和 由 /ec PONDS, Heh, 可 以 

_ {в qA fa & 
фани, ИДИ s), эл 
мй = 1000, N/0)), 

因而 5= b (Ce, №0), FERR mn, Wb =b +me+nN/e, 


因此 
-må - 
>f ти J с Ajer, 


b-me cej\-b а! 
TL y(d,/e) =4/e, 
设 %/m HRA B (m, М) =6。 存 在 整数 4 和 所 使 
am + BAN = e, 
令 
аах J] paN/c, 8 =8- [| pm/c, 


PIN PEO турт 


0 ат/о+ Вт =1, po 与 BN T 3, 因而 有 


“(py a јет, 


ikola) dyo, с чаж, Ye (21.8) д 


Ы FIR PRKEN 
rD 0, п/о 亦 然 。 

今 证 但 .1.3) 中 任意 两 点 都 不 F (N) Sth D d/o fü h/o 
为 (2.1.3) 中 的 两 点 , 且 NE, FEE 


-{ < Pern 
о-н aC 00), 


ad 4fo-d, yNd + бе (2.1.4) 
H (2.1.4) ЮН оа, HFX jE， 类 似 地 也 可 证 明 
ale, Kii e=, HOS! (М/с), 因为 <6 二 1N)， 所 以 
«ш(М/с),щ (2.1.4) 的 第 一 式 可 知道 8 二 而 (Cc, М/оу), 所 以 
dje Bajo WALA PAR 
引 理 2.11 ia, b, с, d WHR a HOUR, oBdA UK, 
Haze, bud (N), ШДЕТ CN) Жо, 使 
Га с 
(Jela): 
证 明 буЛ c= 1d =0 的 情形 ,这 时 4=1,5=0(N)， 
存在 整数 ?和 9, 使 4p -by=(1-a)/N, 因而 
а Nç \ " ѓа І 
o-(5 тахь) ET a ID! 


Qi) 对 于 一 般 的 情况 , 存在 


e 

4 
= у 
b ор" 


30.1 “ЖАКА E 


Aiii (;)-=т{, ү 
6 a 


tor WEN) WG, 
定理 2.12 WARA S=a/b M sf =c/e 为 TCN) SHR 


mattiee(?)<($ Jan, radii iat 


JAH а-рэ), # >», 
у.=1 2 шу 
3, #N=2, 


ëm иша, ||, бо, asa, sas ron 的 
FRO, HOS) =, ML, ARETON) WK, {йо(зу=5/, 
ud] nd "хей, dT AD uR o Sa gg, m 


仅 可 能 为 1 ит, )}= +( on. 


令 


={(m, љ)|1<0, aa sN, (a, в, А) =, 

Ë s= ва q = 0, med (N), Alm, < 
N. щаба, a, №) (0, Ф) =1, e (и, aa) EJ, RA s HER 
方式 对 应 了 中 的 一 元 。 著 另 一 尖 点 S 对 应 了 中 的 元 素 (al, aD), 
了 本 定理 已 证 的 第 一 个 绪论 可 知 , s 与 TN) 等 价 的 多 要 条 
Ња =a, asar a= а, а=, BB (0, а) 
为 了 中 任 一 元 ， 易 见 四 Ч оса t NIL ap ER, HRA 
о/а ЕВЕ У (a, QM. KON >2 Ce N =T), 
有 


x. =/= > otia, N))N/(a, N) 


= еб, P/a, Р) 


[= 


СА) PIP в a 


Ут Уур(р)е (р/р 


MNT 


wl 


-5 H 0-2, 
MON N =9 у = 673, 

ЖГ SLR) RATE, ЛИРА SF 
述 条 件 ; 

(1) FEBA 

(9) 五 内 任意 两 点 为 不 等 价 ; 

(3) HAASE b ja F рау Г. 
WP Opa T RIK, 

КЕЗЕЙ 

Ре ЄН ~1/2<Re(z) <1/2, || >1} 

ERO — PBL, 

Farmer), hae F, ШЕ 


>= 


o-(* а JESL, 
e d 


三 =g(2)。 不 妨 根 设 Га (а) <me) Та) са +t], Bi 
此 

еа) |е ка| <1, 
如 果 c=0, Hla=d= +1, 2 =z zb, b ЭЙ, 这 不 可 能 ， 所 以 
сх0, BPB a € F, зя) eV 8/9, H LDA Je] = 
Lone] <1, 这 也 是 不 可 能 的 , 故 条 件 (2 成 立 。 


b 
设 :为 了 的 性 -点 4o=[ ”了 JESE, 由 于 


Im(o(2)) =Im(z)/|ez +4|°, 
Yo Yai LARRY, лао (а) PERK, Imoa) 为 其 最 大 


П 


І 0 -1 
Wye weodte) ей (у „М 


Im(yao(z)) = Ime - 120) = y/iw Psy, 


фал 模 群 及 共同 余子 联 СЯ 
1 1 
Roel Xe "(6 1) 则 


т^(ве(2)) =e +h +40, 
h Ai di Таа (тедь (а)) =Im(og(2)), 同样 也 有 |Pe0(2) | > 
1、 选 择 适 当 的 h, 可 使 Po G) € 也 ,因此 条 件 (3) 也 成 立 。 


令 


Fr=FU {EH!I|z|>1, Reg) = -1/2 
U  ЄН|[г| =1, -1/2<Re(z) <0}, 
PR SL.(Z)VH 的 一 个 完全 代表 系 ,我 们 可 以 直观 地 看 到 ， 
SL,(Z)\ 理 不 是 紧 集 ,但 如 果 添 加 一 个 中 点 ,就 可 以 成 为 紧 集 了 。 
ж 
H* -HUQU (әу, 
QU foo} 是 模 群 的 所 有 尖 点 ， 由 定理 2.6, 我 们 有 
SL,(Z)VH* = (SE,(Z)\H) U teo), 

记 以 我 们 要 以 吾 * 代替 五 。 下 面 我 们 给 出 严 巾 的 论证 。 

Ry- -Ag Heusdorff 拓扑 空间 ， 如 上 有 有 一 个 复线 构 
S, В, 

GC) SEAU не HRA, (Uy a ВЛ HE 
Hi 为 U, AEE ME—TH RAR 

O) 如 果 UNU, s 0, 则 

фур. PUNU) =, UNU,) 
是 全 纯 变 换 。 
这 时 我 们 称 怪 为 歼 受 画 。 上 上 述 每 个 RRR, фа k 
标 映射 , 它 给 Vi 每 个 点 一 个 局 部 坐标 。 当 丙 个 坐标 邻 域 有 公共 部 
份 时 ,在 公共 部 份 就 有 两 套 坐 标 ， 条件 (2) 是 说 这 两 赛 坐 标 之 间 存 
在 一 个 余 纯 变换 。 

记名 =SFs(R)， 有 的 拓扑 在 好 小 诱 导出 一 个 拓扑 ， 且 使 马 
成 为 一 个 拓扑 群 。 卫 表示 的 一 个 离散 子 群 , 令 

H*= HUT ША), 

FERGIE 上 引入 - -个 拓扑 , 使 其 成 为 连通 


RAREN 
Т\Н» 上 引入 - ау, EER 


的 Hausdorff 58), & 
жы 

首先 在 П" LIAR PeH, 仍 采用 2 ЕН Кр 
MEER FORT MRR ER FIRE ‚ 

{co} U G€ H|Im(2) > ¢>0} (2.1.6) 
为 cs 处 的 开 邻 域 基本 系 ; 若 SER HT ERA, EX 
{в} Нр SCRE s 相 切 的 圆 内 部 》 
为 8 的 开 邻 域 基 本 系 。 НЕ ЕЖЕ ХТО А, 
афо EA LER—-P MBE Rl), Eos) 
= sy 81 和 82 为 实数 ,0 将 吾 中 与 实 轴 在 з, 相 切 的 圆 变 为 互 中 与 
实 轴 在 5, МАА. RAF (8) = оо, s 为 实数 , 则 0 Нр BK 
轴 在 5 州 切 的 图 变 为 (2.1.6) 中 的 集合 。 所 以 了 pep RRL 
Н Т, 
SOHAIL” ARR ГАН" HORREA 
LXCA EHO AE HFE 
TÈMA RAH AE. ARH, AV E 9н 
的 .可 以 证 明 ГАН" Z Hansdorff 空间 (参阅 文献 [22] 008—8), 
ЭЛИНЕН BAL AR CR K) 对 应 的 TN H* эр J AB382908 A 
(RA), 

现在 我 们 在 Т\Н* 上 引入 复 结构 。 我 们 需要 下 述 引 理 , 其 证 
明 参 阅 文献 [2 中 第 一 章 。 

引 理 2.13 ve H*, 则 存在 2 的 一 个 邻 域 0 使 

{erlo( NU 49} = tz eT|o(s) =v} =P, 
ГАО ARATE, 

Hve HR, U 为 引 理 2,13 中 记 说 的 ”的 邻 域 йө 
H*—TNH" MARRI. HEH, о ЖАА, Г.-г 
{=I}, 故 9,U>TAD 是 一 个 同 胚 映射 , 令 (TAU, фо) г\н" 
HRA POR, BCH, oA AN, d 命题 2.3， 
Г,=г (ПЕНЯ, BAW e. Ж 


82.1 RETARA TE вз 
ft PY 
о o 41679 
PYM F, 的 生成 元 , 取 》 为 分 式 线性 变换 
А9 =G-2)/G-3), 
/1 v 
同时 也 以 ХКТ ү > 我 们 有 


-2 
РНН 


eb + d 0 
-( 0 asah 
4@&=со+й, HM 52-1, Зо, o= £T, 即 能 
бб = 41, Ye ДИЙ, - ДЕ 8 = — 1, EA 2е 次 本 原单 位 
根 , 但 不 沦 。 为 偶数 或 有 数 ,&? 总 是 e kA AUN, EE 
ATAT 由 下 述 变 换 组 成 ， 
260, (621, 2, =, ey, 
Дф АС) 将 已 中 相对 Г, ВО ЗЫ (Uh лда] AT ATI 等 
BS. АГОЛ АГАТА СО) 的 -- 对 一 攀 射 。 
AO) PBA Rw 和 ш, SLL wl wg 0, ARPA A) 等 
fr. EB 
p, PAUC, 
PEA) (EU), 
ЖОЛУ, ру Б TE" 的 揽 结 构 中 的 一 个 元 素 , 它 是 AEC 
内 的 一 个 辐 胚 路 射 。 
HUET WAR, MAE pe G, 使 pfw) = co, 因而 


‚| рут 
omaenda g 1 mez}, (h>0), 


定义 了 ADU 到 С риу NAOH, p(p(2)) =e, 将 (FA 
U, PEW TE" 的 复 结构 中 的 一 个 元 素 。 
ЗЕН, ЖЕМЕ УТ. ГАН" д аа, ME 


64 PIR AYER bape 
说 , Т\ Н* ERRER, Ш НО, ГН ра 
HY, ОГ УР %— Ж Fuchsian 群 

引 理 2.14 ГҮЛ» EER E M ЖЫ ОЕ H* 的 一 
RT RC, 使 H*= rC, 

证 明 假设 存在 Н* 的 紧 子 集 C 使 He = ГО, melo) = 

“RIP CL V. k Г\Л* We, V, D H 的 开 集 ， 
н бе|). Ф) #—1 ЖИЙ. ACRE, TEBACH 
ТУ OCU eV), АШ 

MN\H*=9(0) cU, 
所 以 习 瑟 * 足 紧 的 。 反 之 ， 设 TV * 是 紧 的 。 因 为 H" 是 局 部 紧 
的 ， 可 以 找到 H* 的 一 个 开 覆盖 НС У, ERSAT. 是 紧 
的 。 我 们 有 VE CUM), Щщ Р OHM) = егд(УӘ, 
# + 9(VO spa He, 因而 OE (六 )) 也 是 Н* 的 开 集 , 根 
据 ГАН" 圭 拓 扩 的 定义 ,可 知 9(7 PVA" 的 开 集 ,由 于 TH* 
是 紧 的 , HE 1 ЖЕЛИ TU CULV), 于 是 
=), 

Л, 是 一 个 紧 集 。 

令 

= (0) U pE H! felt, -1/2<Re(2) <1/2}, 

анча ання Н" =8L,(2)-F, 利用 
上 述 引 理 ,可 知 SL(Z) НЯ aT RER- Fuch- 
sian 群 。 

设 卫 是 第 一 类 Fuchsian 群 , I TTR, Bn =< 
©, гаиа 下 的 n 个 右 陪 集 之 并 ， Г To. щш 
2.14, НЕНЧО О, Н” = TO， 从 而 

Ня = P'(U GIO), 
Tü 0,0 是 HH* 的 紧 子 集 ， 所 以 T' 也 是 第 一 类 Fachsian 群 。 
利用 引 理 2.8, 可 知 TCN) 和 I,(N) 都 是 第 一 类 Fuchsian д, 

设 工 为 G 的 离散 子 群 ，F 为 工 的 子 群 ， 且 [P: 7] <s, H 

JH 2.9, P” 与 卫 具 有 相同 的 尖 点 集合 , 因而 定义 同 -… 个 召 *。 设 


411 模 群 及 其 辣 个子 群 % 
ORE MER, Bh oT ЙИ АМЕ, ЖАНАЛЕ ЛАТ 
ГЕЙ Ж, WE AMAR Pr оі ch) AUER, 
Bie KOR BRB Н*->Г\Н*, 以 9' 表示 自然 映射 卫 *->T 八 
н“. 我们 可 以 建立 一 个 从 Т\Н" ГОН з, Pe 
OL <t Sh) (о), їафо) ЕГН", f Ж—4- 


ESN 
к. 8988, 
Ф 
ө 
ген 1 1н» 


全 纯 映射 , 设 g: ДЫ 4588353525 u, Ф (z) bB) 8385538 t, 若 
ESCI) =9и(9) аиб). D, 

g 属 于 的 一 个 邻 域 ， 我 们 称 。 为 在 9; 处 的 重 数 (或 分 歧 指 

Be HEF RSA 2.15 中 , 我 们 将 证 明了 在 CEA) 的 重 数 

ZAMS), ERR OC), 

HF o(i<i<h)¥ o 38 T 0, ЫЛЕ e r, Bos 
ат), UTERT 所 对 应 的 五 的 变换 群 , 即 Ге FAPn [+1], 

引 理 2.15 利用 上 述 宝 义 的 符号 。 ЖЕНЕН SE g 处 的 
重 数 为 

= Poa Tu] = (Poo nT (ein), 
ete tens СГ, B f ЖКҖОН (Pr ase. 特别， 当 
ТУТ 的 正规 子 群 时 ,有 61=… = e, ЦЕГ = eh, 

证 明 WE HAG) =(@-,)/(@-®.), IVE Ед, 
HERBIR MGT, ДЕ ГУН" E, plo) 4A И Ж 
мба) Foot, 所 以 了 在 % HERA СГ ИТР =[Тш: 
Tlse, MAP =,D, Tu =o, Fot n i, & 

s =[T,:T nol Pej, 
DETH ARERR Л, 
T= ta Pon, 
首先 ,对 任 oET，o(%) 一 定 与 某 个 @; WI SH, MFE 及 
EM, how) =070,(0), 从 而 (0/01) WEF, йй © esa, F; 
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а isj Bl, WERT ОЛ, Filo P. BAAS. AINA 
уб = Үз уд, 
Жер э, € F, 6.6,€ F,, Wl 
PICO) =V, (9) = 72650, (0) = (0з), 

в 与 or 是 P RSH MRE, Б P AL BRA Ж 
AW, SRK Poth PORTE Є Г, BE 
BERTIER, od, =үо{б, 的 完 要 条 件 ОЯ 0107) Gola: 
NF, 因此 Гот, (ho tP os ПРА Р 的 右 障 集 ,从 而 证 
BPP] see -+en。 当 严 为 下 的 正规 子 群 时 ”因为 olfo， 
=F, 所 以 有 el = =e, RUPP = oh, 

下 面 我 们 需要 利用 黎 曼 面 号 格 的 Herwits Ast, BS WR 
JER DESH Ез» KBR, g' My Д RMR t = 
йй 


2g! “2 =n(2g -2) +>) (e= D, 
tee 
其 中 ee 38 f # z€ BBR, 

定理 2.15 RT ARITE, H aZ) Tje 工 的 二 
Bh Sa RS АНЕ 9 w 和 уз, ГОД Р 
BOCH Yas M) DS Н* 54828 


У Vs у, 


_ B 
an ee oe a 5 
证 明 ”考虑 引 理 2.15 н оН ш ГН 
SL,(Z)NH *, f E ГОН ple") ESL (ZAE 
各 点 的 重 数 分 别 为 Gys ers 则 01+…+6+ =4， 每 个 et 或 为 1 
RAB, е WLIW Vs, Arist- va, Hy vet BM =н, 得 
Se- D) =205 = 20pm) /3. 
БЇ , ЖУ ETN H RIEN p GG) 的 各 点 的 重 数 分 别 为 6 = 
ё, Шеже, REPAY 个 为 上 其 余 为 2 ШЖ 


B-D = (u-v), 


8? 


HEAL BIR (co iy ARTY, PH Be 
e=, ДЇ 


506-1) = 


SL(Zy H* 是 一 个 球面 ,其 亏 任 为 零 ,利用 Hurwitg AR, 我们 
有 


BINA, > 


2g-2= —2н +2(u—vy)/B+ (и-эз)/®+н -Va 
REG BTA. 
PON) CABLE, 4 N>2 et, - TAR MEP), 故 这 时 
ISEXZY TON)] = [SL,(Z): POV) 41/2, 
KHR 2.8, RIIT 


DNL py, # N>2 


ш = [SLZ P(N] = му 
6, М=® 
由 定理 2.12, WAV =a, REL POV) Н* TRN 
liuy(¥~6)/(12N) (N>1), (2.1.7) 


TE PON), RAT 
гет, (Ey TaN © (SE, (Z):Py(N)] = NTIC + ро), 
PN 


在 定理 32.7 前 2. 了 让 ,我 们 已 算出 它 的 ws 和 也 ， 因 而 可 以 计 
F PONES. 


$2.2 权 为 整数 和 半 整 数 的 模 形 式 


设 了 为 第 一 类 Fuchsion #, AM M = РАЛ" TRYS ТЩ, 
DK M Lek WE ЖООДАР, Ж КУЕ С Бн 
BAe ПТН Н. GER, RAB 
G) = g(@(2)), HELM PSR ВЕН БИр, BR, 
--YET, RNA FOGD = 了 (z)， 下 而 我 们 引进 殉 广 泛 的 一 


@ жат 卉 形式 空间 的 约 数 


s= [° $ \ сел, сву 
e d} we 
A (о, D=ce+d (z€ H), Ho CGL,(R), 容易 验证 
Jiao’, z) =I (a, o/(2)) Fo’, 2), 
设 为 整数 ,0 EQLICR)，f HAL BR, X Y 
F {fo}, = дво) (о, з) fF (olz)), 
易 见 
Floor n= (Х| (ole) o] (0 ERE*(R)), 

定义 2.17 HEHE, f SH ЫИ ИЖ, 3⁄7 WA 
列 三 个 条 件 : 

(1) 了 在 吾 上 是 亚 纯 函 数 # 

(2) 对 任 -?ET, AIW = J(y, FQ), B 

F=f, 

(3) 了 在 了 工 的 每 个 尖 点 上 是 亚 纯 的 。 
WHEAT EMMA PHAR, WA) 表示 卫 上 反 为 天 
atk BIER, CE C 上 的 身 景 空间 。 

关于 条 件 (3)， 需要 作 一 些 解释 ， 设 s 为 工 的 尖 点 ， 则 存在 
pe SL,(R), 使 p(s) = оо, [й 


Г pi = 1 ү Жу 
ЮГ ph. {+ felo 1 ime J. 
其 中 
Т, = werly(s) = 8), 
RAER, ШЕ (2), Won Fo, ERF [o] (o € elo) 
HAERE, зау w=), go) = CFI Тотар) бш), WA 
Loh 
alelo 1 J| Y Cebes ly = 869, 2.2.) 


1) 车 为 偶数 :由 (2.2.1) 可 知 
gw+h) =дбшу, 
这 时 条 件 〔3) 是 说 存在 零 的 一 个 邻 域 上 的 亚 纯 画 数 在 P(9) (у= 


52.2 BOUR RAE ae eHow U t 的 
er), fi g(a) = (9), 

2) FARA Ш#-1ЄГ, 在 条 件 (2) 中 取 Y= - I, 可 
得 到 了 = -了 ， 从 而 也 =0, 这 时 没有 非 零 的 权 为 的 自 守 形式 。 


1 k 
所 以 当天 为 奇数 时 ,我 们 总 侵 定 工 不 包含 - 工 。 жаң 1) 与 


1 А / 
-( 0 1 PRAT Ore, Bere жн, |) 
1 À 
ЖАН, з 称 为 正则 居 点 ! 当 Гүр”! Fore ~ ( 0 1 кан, 3 称 为 
FEMRA. X AERAR, RONEL k ARAE 
局 ， 当 为 非 正 则 时 ,由 (2.2.1), 我 们 有 
(0+) = —g(w), 
而 
Я g(w +) = (ш), 
这 时 条 件 (3) 是 说 存在 零 的 一 个 邻 域 中 的 亚 纯 函 数 由 使 
gen) „еу, 
ЕЕ — 40638, 
容易 证 明 ， 上 在 s 处 所 适合 的 条 件 不 依赖 于 2 的 选择 。 出 上 
жарда, 7107176 WRR ew 或 et 的 震级 数 。 
Рот], =S) слезе aR SY corte, 


这 称 为 在 类 点 8 的 Fourier RHA, c, 称 为 它 的 Fourier 系数 ， 
当 mo=0 时 , 称 co 为 在 类 点 5 的 值 , 它 也 不 依赖 子 P 的 选择 。 
ACT) AMEN ЖКК, USERS ЖЕН Ее, 并 
且 它 在 工 的 所 有 人 尖 点 的 Fourier 系数 都 适合 о, =0(о<0), WE 
了 为 整 自 宁 形 式 。 特 别 是 ,如 果 整 自 守 形式 了 在 工 的 所 有 人 尖 点 的 
Fourier 系数 适合 =0 (n 志 0)， 则 于 称 为 尖 形 式 .我们 分 别 以 
егу, (Гут 44,(T) 中 的 整形 式 集合 及 尖 形 式 集合 ， 它 们 
EC LAHSA 
МГА Н, P EA UTERA RA А, 
BARS EAn), geal), Whee Ann T). WF 


то 


GDE 8, (Г), ЭНЕ ТАШ, 因此， 车 f. 064.00), 
950, 则 F/ge A(T) =K, HUA A 0н, ЕКЕ 
SAR SN) 

ТЕА ЕВ Je K, 可 以 定义 它 所 对 应 的 除 


А 
00) =Z (s, 
EE y, (f) f ЖЕ pti UE Р f EAR ОВА), w, (NIE 


(80 BMS, MP T ҺИ НАЙ, BAT aE 
药 一 个 除 子 。 
Ж Кє А,(Г), BA Ves, PY RAR F HAE ye DKS a= 
各 的 展开 式 中 首 项 的 次 数 、 记 P= 人 %)， 当 Pp 不 是 椭圆 点 时 ， 今 
v (F) = v. (F), р А, ЕКЕ е, 取 
М) = (2-20) /(2-20), 
SENT BRAG)? A PEE TAB ЛЕ DR, HO BTR NS 
v (F) =>, „(Ё)/е, 
H p =P) AURA, F fE s 点 的 Fourier 展开 式 为 
Floh Sane 若 天 为 奇数 (s EEM), 
Gig), 其他 情况 。 
Ж g aes, ao В ЕТЕ Ж, 它 是 五 点 附近 的 -个 局 部 坐 
ж. 令 


va (Ë) = po Bh ASH (s PEM), 
„Фу, 其 他 情况 。 
Shop bea, RH P RARA BL GD REAR, 

BDA LRT RTE, 令 De= рыр, MERT 
HAY RRR FE К, WEP EAE), 定义 它 所 对 
BENG Роњ WRTH 

dive) = 3 FP, 
Во, А AOE A RABEL, LL RAM AL 

iz fe AG) =K, DARL H-VET, di 

Port) = f, 


83.2 alia h анд п 
ЮДА) z 取 微 商 , 可 得 


ау a 


T a Fey O лою, 974 Ge), 


记 го) - tLe, 
ERERIME-7ET РИУ, Ë s ГИНЕ, ШЕ 
述 ,定义 9 R = emma, ФЭН, Ms AEM 4 
点 ,我 们 有 有 在 9 = 0 亚 纯 的 函数 中 (9) 使 (pl(w)) =O), BR 
йл о Ee 8B) 

Ф/(дуа-®лї/һ = (өш) у POO) рот, 


залак, з 为 非 正则 尖 点 时 ， 也 可 业 似 地 得 到 了 | от]. R 
зк, Me AP), 4} 是 村 上 的 亚 续 微 分 , 我 们 可 以 将 
CERREN Fede, 

EZER RCELL, RMT LE MO d HEM Е 
一 个 亚 纯 微 分 ,因为 


OR) СЕХ аў, 


W/FeK, df AWA, WDC RRM LAW ee 
SWRA, EEE LW ЫШЫ БН, BoeDii(M), WEE 
JEK, Жо= дў =gh(a)dz, эй Ыы] gF c А,(Гу, В Р) 
К): Æ A(T) B DIE CM) BUT CHEK LS), 
对 任 一 亚 纯 微 分 oEDifGCU)， ИПА MET MM — TRE 
div(@) => >„(ю)р, 
н 
H v(e) =v, (o/dt), tp А-АА, 
定义 在 上 的 一 个 分 次 结合 代数 
2 = > Dif"(M), 
Las FMB, 
(1; PiP? (M) =K, Dif (M) = Dif (M); 
(2) 对 任 - 一 mEZ, VIDERER- - 维 向 量 空间 


Ш жож хевин 
(8) #aeDif'(M), B€ Difm(M), фовєри (Му, 4 
азб, 830 BE, ДО B> 0, 
我 们 可 以 证 明 , 上 述 条 件 唯 一 地 次 定 了 代数 依 。 取 非 零 微分 
@€Dif (M), HRC), Hore Difs(M), Hayate), 34 
Difs(M) = Ко", 
即 Die Ауру E= for, Дин ЄК, 3 fas0 
WEE p € M, 定义 
v (8) =v (Z) +nv, (9) = v (Ë/ (85), 
# 为 2 处 的 局 部 您 标 。 因 而 对 任 一 0a=8 EDIM), ELEF 
div @ => vy (£p =div (f) +ndiv (о), 


# n 为 多 中 另 一 非 零 元 素 , 易 见 
div (Em) = div (6) +div(n), 
设 性 的 号 格 为 g, 熟知 
deg(div (фу) =2g— 2, 
deg div (Ff)) =0, 
从 而 
deg(div(é))=n(Qg-2), 0xEEDife(ar)， 
BERK, 不 为 常数 .车 P(2) CAT), EPIC ER, 
所 以 
F (ey Сагу" = (E/F GF)" DIED), 
反之 , 若 94EDif"(M)， 则 存在 9EK， 使 ?9=ga" oN BH 
Filede, XM Р (e) ЄА,(Г), 所 以 
n= 9g Fil) (бо), 
Wi pE А, (Гу, BM EE (2 (de)" 是 До (Г) 到 Dif"(M) 
的 一 个 园 构 。 
BEE, 为 两 个 育 守 形 式 ,我 们 有 
div (F\F,) = у) +div(F,), 
在 引入 了 自 守 形 式 所 对 应 的 除 子 这 一 概念 后 ， 我 们 可 以 把 整 


32.2 权 为 整数 和 平整 数 的 模 形式 т 
G(T) = (PEA, (LP) ау) >0у 
| (PeA (D vO >i Q. Q, РЭБ 
SAP) = = = 
EAT) iv> Q +27510) wk WAM, 
RHQ, Q, 为 工 的 正则 尖 点 , QI, = Ө 为 工 前 非 正则 尖 
点 , KD, = Bap)?, Э=}в(р)Ф 为 多 oa 中 两 个 元 素 ,， KA 
D.>D, AER а (р) >a, (PNET p €M Hse, RW, R 
{ПЖ X. qespi = (р), Rae Р: ШЕЖЕ НАМЕ. 
引 理 2.18 Р, Р, М гүн" ERATED, 
它们 的 阶 分 别 为 gt，…， er Qi oy QM WH AEM Q 
++, Ө, WM BF AAR EMI A, BE Oa Pe 4,(Г) (Е 为 偶数 )， 
令 a= BG) (аа) (е Difez2 (My), 


ML (Р) аут) + ED EA- era Po pel 
及 


deg (div (7)) = (4/2) {29-24 $A- e киш}, 


上 述 第 二 式 当 大 为 奇数 时 也 成 立 。 
证 明 PRE RR. WP MM E— AK. HP =o), 
HEA, 31 z RET {ОЙ дА}, z 即 为 卫 处 的 局 部 坐标 ,所 以 
Val) =. (F (8) (02/8) =v (F, 
35 зу P RA SHOW e, MI ` 
з=) = (2-4) (2-5), 
是 卫 处 的 局 部 坐标 ,因而 
Va (4) = v, (F (2) dejdtyey 

=v,(F(a)) ~ (2/2), (dt/dz) 

=, (E) ~ (/2) ve CM2) — 2) (2— 20) 2) 

=у,(Е) + (6/2) (671-1), 
BL=06), 为 卫 的 尖 点 , 则 9 е 是 p 处 的 局 部 坐标 ,其 
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wap), (в) = о, 我们 有 
F (2) (gz) = F (p"1G6)) (de fd)" (dg/dw) Wad) 
= Ро, Bad уеб) 
= Ф(4) (riq y eg, 
所 以 
Vel) = v (FG) (9/09) 2) 
=v (@(g)g s 2) =ъ„(Ёу-&/%, 
从 而 引 理 中 第 -个 结论 得 证 。 当 上 上 为 食 数 时 ,利用 
dog (div (m)) = (2g — 2) -4/2, 
„Ж RAM д, Sb WPA u 
div (Р) =2- div (25, 
RCA), 所 以 第 二 式 对 FORE, 从 而 也 对 王 成 立 。 
由 上 上 述 引 理 ,我 们 可 以 形式 地 认为 


v(a). а-а So, Sah, 


а 218, REET AP) 中 存在 非 零 元 。 当 大 为 
偶数 时 ,到 及 由 非常 数 的 函数 六 BJ (df days: рр ду AT) 中 的 
EE. GIE k LAR, A) pE EHEER. WDH 
MERTE, & Dy = (Баре D'En = 0), Бу EDGER, АФ 
P= ((Jy|f EK}, P E Ds FH H Abel-Jaeobi 定理 ， 可 知 


Р/Р |р C/T, 
É. o 为 型 的 一 个 非 鹤 亚 线 微分, R 为 于 上 一 点 , 山 于 
dog (div (@) – (29-2) 5] = 0, 
由 Abel-Jaeobi 定理 ,可 知 存在 除 子 BR Күн f, 使 
2B-div(@) + (29—2) R= (f), 
令 B'=B+(9-1)Ro。 存在 OA(2)E АГ), 使 
Fds= fo, 
利用 大 =2 时 引 理 2.18 的 结论 ,我 们 有 


Чу (F) =28 + Dl- 0)P: +Q, +50, 


9 HANGE, Ty C: КЫ 2010 
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Сй, - IET, 所以。: 都 是 奇数 ПЕРФ), hF 
Р. Гу T. WERT O 作为 矩阵 的 阶 也 是 6;, Be 为 偶数 ， MI 
oiz- IET, FA, WERE Va YMER, MA Ve N 
E oE 五 帮 是 偶数 ,从 而 如 (2) 在 每 点 附近 者 可 以 开平 方 ， 利 用 
PATE, TARAH ЕРАК С), EFG = Ө (т), W 
WE EAT), MAL PET A FOGI, 2) 2 =F @, [ДЇЇ 

Gz) = (AQP) (р, z) "2, 
即 对 任 一 ?ET, AG [v] =хФ®)@, He x(y) = +1, 令 

T= {7ETIxX(7) =l, 

Bal, W GEAT) (ЭЛЕ ӨЛЕ Г WETRAM MAO), A 
МЕ Gt eA (Гу, LL G EIERN. 

BMT, PE T ig EBE Ж. BOT] =2, B P= TÚ 
el’, 因为 x(e) =1, MEET, AMIR AM) NFR ME 
FO EAU’), SRB fot | Ге] = f €G), ШАГА Г 
ERT RSM Ре Є АГ”), MERY Sealy, A 

F=f e] 
t EACE, [e2l Æ ALT Ji AE, 它 以 
4e(T) 为 国定 也 成 。4u(F0) 基 4o(T) 的 二 次 扩张 。 在 AT) p- 
定 存 在 一 个 非 替 了 前 数 43) 适合 站] [elo= - h, B MAG € ACT), 
MPAA) | тең = А elo б | Тез = AG, Me (hE) [у = ла 
y PSE, RAG Æ A (Гут IEE TG, 从 而 (4G)* 是 At (Ty 中 
的 非 稚 元 。 

Fiy E DPR RREI S. HAIE CIR) 
的 一 个 扩张 。 设 


be 
a=|® етв), 
ye di 


RA н-аз фб), 使 其 适 台 

Фф? (2) = td0t(a) 2 (cz +d), 
RE et 为 适合 ! 引 =1 的 性 一 复数 , SR AB Ite, mG)} 的 二 元 
组 ,在 这 些 二 元 组 之 问 定义 一 个 乘法 ， 


% жан жд ШЕН 
(a, фуба)}. (а, фа(2)) = form, Pilale) Yol) (2.2.2) 
ARE ENTER TRE EIG, ROR GL (ROWE 
影 算 子 P， 
P, (a, p (z)y >e, 
易 见 RerP = ((1, H i =D, куа, AHERE 
FOBIE E= (a, 9@) € Ó, BRHF 
РС]. = баб)", 
дел б EGER, (2.2,9) 式 ,容易 验证 
Реті, = СА) | Lalee (2.2.8) 
їп doté =deta, 定义 ТЕ, 
Â = Ee@|detg = 15, 

Ô WFR 4 若 适合 下 述 条 件 ; 

(1) P(E 51,08) BE, РСН" эы. 

(2) 卫 给 出 4 与 P(4) 的 一 一 对 应 , 即 除了 元 素 (1,1) 之 外 ， 
4 中 不 会 形 如 (T, DUH = рв, 

(8) #-TeP(4), 则 (~ 了 , hea, 
RATE 4 为 第 一 类 Fuchsian 子 群 。 

Ж 4 为 第 一 类 Fachsian PRE, H БК ЗЕ (ФИ flO 车 
a TARE, 

(1°) 对 任 一 6€4, HFRS; 

(2°) 了 在 P(4) 的 拓 虚 处 亚 ( 全 ) 线 。 
则 (2] 称 为 如 4 上 权 为 K/2 АОК) BA, ОНАМ 
形式 组 成 的 空间 记 为 4&2(4) (G2( 人 4))。 

BEREC) 的 确切 含义 解释 如 下 : BEE Cr, 0) E 4, s 3 
卫 (4) 的 一 个 尖 点 , 记 ECS) =a(3), Ф 

4,= {EEAIE(S) = 35}, 

根 撕 命 是 2.4，4, Soy EPRI EE, Bey ION NERS (= 1, 
Тү ERRORS BL 12 n ЭЛЕ ЖИЙ ЖЕНГЕ BL, 
рей), й p(s) = ceo。 出 于 了 Corp-0 为 执 物 元 ,所 以 我 们 有 


83.3 GIN, k, o) MSW, К, a) ЕК т 


om [zs №, 小 lH =1, 


DERAT 代替 л, MUREA, 不 难 验证 二 与 ? 的 选取 无 
ж. Зз 与 s 为 P(4) 等 价 , 设 s=y(s0)(7EP(4))， 则 以 sl 代 
Жз уту 为 4,, 的 无 限 循环 群 的 生成 元 ， 且 py(5D = si. E 
Fory- 《py)"1=pnp™i。 可见 上 述 t 与 尖 点 等 价 类 的 代表 元 
的 选取 亦 无 关 。 利用 (2.2.3) 式 ,我 们 有 


aile, ҮК io, 


即 了 [For G+) = filo, FILO. ARRAY 
Fife. =>] eC +т)г/һу, 


其 中 e(7) = 如 (0<r<1)。 REO) AB ASE * 亚 纯 ， 则 当 
%<0 时 , 仅 有 有 限 个 00 325 f Es Ин, Д оС, о, 均 为 
m, Ы SDR RL RIERA OL MI НН n ът, 类似 于 
ALA OL W FA ЖОЙ AFER RITET е UE BD 
ий. 
RN HR. BA, RELTA a WRH 
L poy, 10, ©)}, 

这 时 у, з) NE SL. HEL, L г) 916, HRA. BIL 
JOI, z) =1, Brel LPN) ) Gr 的 第 一 类 Fucheian + Ë, 记 
EH AG). 定义 


T(N) = Iñ И) ETN) ja=d=1 (A |. 


A 4AN) = LPN), A(N)= (P(N) 都 是 第 一 类 Fuch- 
sian # |, 


82.3 GY, k, a) 80, Е, о) 


ЖОК, o WH HEME, Holl- (Lt 我 们 以 
ACN, 6, o) RH LIGA PERI 7 Rn 


18 жат Ваа 
Пу fH ү Ji Wel g 
a bey 
B 对 任 -yi je ғас), AILS, 


O) 了 在 ra (N ) 的 每 个 尖 点 是 亚 纯 的 。 
PLRK AS ATN) ERA k RAAE ORAR, AG 
СУ, А, о) SCY, &, о) АЖА, А, ©) 中 的 整 补 形式 和 
僚 借 形式 的 集会 。 本 节 的 主要 内 容 是 H 用 Biomann—Roch 定理 
RGN, К, уйй S (СУ, r, o) KER 

BALERS EM EWR, KRM |, Мр А ЖОЖ, 


义 
L(A) = (fe K|f =0 R бу(/)>- А), 
ІА) 如 上 的 向 量 空间 ,以 ADR, 

Riemann-Roch 定理 ЕМ КЩ, M03783 g, Фу 

М ESAS, Wit MERE А, 有 
ЦА) =deg(A) —g+1+2(div(@)-A), 

W УО) e@(N, & ©, WHE (С) CG, F, а), W 
WEN, k, ө) 5 G(N, & a AMMAR, TR, SCY, 4, 
о) 45 SCN, ,6) 也 有 相 辐 的 维 数 . 

设 fEACN, Ё, о), gEACN, 2-4,0), Mi yg CATY) 
BREA о = fgdz Ж P (N NH Бйр. НЧ 2.18, ж 
位 有 


div (w) =div(f) +div(g) -Md=e7})p, (2.8.1) 


ЖАПЕ" р АЕ ГОСУ)" ERAR, BRE p ЯЙ AR 
RAG RAEI, рН, RATE e. оо, 
р EAN, 2-8), ү И EAEN), ОД 
Val) = y, (g AEE p НОВЕ ЗЕ Э, РЕ wy {Л 
Оси <, у (р) = mod Z, 
4 p УУ ЕРКЕ], ent, WHER, ЙТЫ ву ет Seu 107) 
My 由 (2.3.1) 可 见 
Dau sl, v,(f) au, mod Z 


823 GN, К. оў SIN, k. o) PER 18 
IHESEAN, £, Фу} у, 

Wp Wha. 4-0, PAER A, Ra =l, B 
WPS BOAR K a, ХЕ AA RHI, “EAE § 2.2 
тө ИШЕ: a ABE AE 

定义 Do 中 两 个 除 子 

2 - Уор, B= -Dup 

Hy (2.8.1) 54838 

U+div(f) +B +div(g) =div(), (2.3.2) 
аът) + div (g) BEDE IJ BR. LIB SCART IN 
定义 ,我 们 有 

dim@(N, 2-4, o) =1(28 +div(g)), 

dimS(N, k, o) =1(2 +div(f)), 

利用 Riemanm_Roch 99 2 (2. 9.9) 
dimS(N, k, фу - б, 2—#, фу 
=deg(2 +div( fy) -g+1 


i а 
oO 5) ag-24Ed-epy + ESF =m) 


2“ IPOE + а). (2-3.3) 
这 里 我 们 利用 了 引 理 2.18 及 
aro) = ff wtdedy =29-2+ - ес) 
йй 1907, 82.55, 
定理 2.19 Wo ЛОН, E o(- D =(- Ds, off 
导 子 为 加 N fF HEUTE ЙЯ N = [Tp Пре, W 
MSN, #, е) -dimG(N, 2-4, a) 
=12-t(6- DNIIG + 97) е, 5,, P) 
Бы ne 
ку, D ot) +h, D ale), 


тау zing 
абат н) Күчү OV) 


RE жае Вх 


Мт„, 8, 


>, Spe Р, 


ptp, gas, cr, = 2 (rr e 2), 
p) -je 若 28, rs =2r/+1 (762); 
@р'», 车 285>Typ。 
D, 321, 
nf- #Ё=? (4), 
1/4, 车 4=0 (4), 
0， 车 f=1 (8), 


-1/8， Ж Ё=® (3), 
1, #F=0 (8), 
证 明 利用 (2.3.3) 式 、 mile r (D NHD0 2832 E 
有 一 个 尖 点 ,一 个 二 阶 椭圆 点 ,一 个 三 阶 酉 加 点 , 故 
&(PoflDNB = -2+1+(1-1/2у+(1-1/3у=1/6, 
因此 
BTN E) = ГОСТ): (А) TNH") 


N - 
= ДП dee. 


这 时 利用 了 引 理 2.8, Гом) B 36 MR E ну [P (1 :P (N)] Be 
To(I) 的 基 域 并 成 的 。( 也 可 由 定 理 2.7.2.10 和 2.16 直接 计算 ) 。 

考虑 (2.3.3) 式 右 端的 第 二 个 和 式 ， 首 先 考虑 史 为 尖 点 的 情 
说 。 以 下 记 了 = ГЬ), WRAS =de, 9(s)=2D， 这 里 9 UR 
Ж Н*—=>Т\Н* 的 自然 映射 。 由 定理 2.10， 可 设 的 分 母 “ 为 六 
的 因子 , 4 3c, N/o) GR, W “的 标准 因子 分 解 为 "= Tp, 
存在 


b 
о Jesu, 
e -d 
使 p(3) = о, MOET, AMT, 的 生成 元 ,由 于 - 工 E 可 设 
1 h 
oria |)®%>®, 


它 是 pF.o-: 的 生成 元 , 因此 


52.1 СОМ, К, о) m S(N, k, RAE 81 


sept! Я 1_jed м 
sef и іа JED 


fe J REM, CE е XN (083, WIL 
h= (обо, N/ey], 
AF 


_ m/i h К ЕЕ 
соо (о | тогот 


=al +hed) f| lo], 
j @(1+БеФу=е” (0 тс), W 
fio Ma = слет pow (созбу, 
BREA Hy =", 
WAN ME--RIT c, & 


t= D (7-0). 
求 和 号 中 的 & (2/00, N/e)Z)*, Hae BR 
HEN (о, о), W 
o(l+hed) =o(l +aN/(e, N/e)) =1, 
яи 
Hea =1, Ў. 2719 (Ce, N/0)), 
Ж КҮМ / (о, Мусу, иа Ч, N/O RRM, BR 
e(1+dN/(e, У/суу+\,„ 
BLEE do Z N (e, М/о) EX, Н. 
a(l+dN/{c, N/e)) =1, | 
自 于 (c; N/c)*|.N, 所 以 对 任意 整数 mm， 有 
(1+d,N/(e, N/c))"=14+md,N/(e, N/O N), 


因而 
a(l+md,N/(e, N/e)) =1, 
由 于 而 与 (6, М/с) BH, FER mo, 使 
mo=1 ((e, N/c)), ` 
ALS п, BE 


82 жон ж РИК 
o(l+mN/(c, М/вуу=1, 
тй Р (о, М/с), ОРА, Wea, EP ралу, 
Bs -4 (0, N/e)), їй р'=е(Ф/с)у, ТН 
e(1- NG, N/e)) =a +4N/(e, №), 
上 且 都 不 等 于 1。 当 (0, М/о) 2 mt, p p H PA 上 两 个 不 同 
的 尖 点 ,这 时 我 们 有 有 „+, -1, Rhi fe=0, Ce, М/с) =2 时 ， 


RN od + N/2) = ~ FAIS =l 这 时 仍 有 了 。=0。 即 当 
了 NA(c 10) 时 ,总 有 f=0。 TEN p ABR AR, 
a/l 
及 二- 中- Е (e, N/o)) 


inep pn erp-sp 


(9.3.4) 
вот, /2 Ot, (2.3.4) RRP MRD 


Ë бре, ртт) = [BUFR Ben rs 
22"， тъ, 


其 中 r 为 整数 。 当 s,>7,/2 时 , (2.3.4) 式 乘积 中 的 和 式 为 
"Sf w+ Boer -2 Se) =P, 
HEZE p W BLAM. ka cH, p=), ЮРИЙ 


We. 在 在 аъ 
a-( 2)» 
с 
HE BCO =, ПВР Fe, 的 生成 元 , 取 
he 1 -2 \ 
-( 1 -a 


ЯА) = 0, В 


_ _ afl -a\/e б\/-% 5 
APAT! = (z= Zo) (1 ay aus 1) 


(% +d 0 


‚8.5; 
Ü сы+4/" (2.3.5) 


$2.8 СО, k, MSN, К, 0) MEX 83 

由 于 6 ЛОН, Е 8°= +I, 可见 (card)? Be KAI 
BSG) CA, k, oy z = za HRS 
Ра) = с за)" GAD, 


AL 
В(2) -zo = B(2) — B(z0) Ward) ray 
及 
F(BG)) =o (d) (cz + d)*f @), 
得 
в„(са+@у” (ero у "(а 20)" + ee 
=o (d) (cz 4+d)¥e, (2—20) + 

所 以 


@(d) (Czo +Æ)? = (cza +d) 720 = (сда + Ф) 7268» (2.8.6) 
REMAIN Y Ve (f) =n/e==u,modZ (eza +d)? 是 6。 次 单位 根 。 
P (N) рН. Se=2, BE 57Е ИН 


0 -1 
нр “0 | 江 名 ,有 存在 YESI.(z), 8 


= (0 -l -1 
Bry 1 0 У А 


ЮЙ Уб) sap ЕН ат д, PBT by (4) =0, y(i) = 


со, 所 以 
w“ (a aeres 
我 们 有 И? 1-80 -I/I үзүш үз 
amas") 7 ү: oie) \ ) 
(=). 


内 (2.3.5) 式 ,可 见 cs pd = a, ' 


84 жав BRS RE 


терин МИЙ 
ac+de bey dz 
T| 81 +1000), AT 
o@ (1) = 0-1), (2.8.7) 
RAAT GH 2 ИИ, 


ОРИ 
PP), B= “ dt 
/0 


-1 
对 应 Г. WERT, BPS] 0 уенча, 同样 我 们 有 


(T +1=0 (Жуй сан =t, Rin Saw ГЦ, 由 定理 
2.7 前 证 明 . 可 知 8 与 Bf Г, ШАЛДЕН dd! (N), BI 
4 5 УА 
22+150 (N) (2.3.8) 
AME A* EZARREN EEA E (2.9.8) 
的 解数 ,所 以 MAH (И (2.3.8) 的 解 一 一 对 应 。 
首先 考虑 为 奇数 的 情况 ; BN <2, (2.3.8) 28 d=1(N) 
一 个 解 ， 由 (2.3.7) 式 可 知 这 时 8 不 能 是 咨 数 , 所 以 我 们 有 
N>2, 4 (2.8.8) 08 = -d(N), a’ 也 是 (2.3.8) 的 
ЖОЦ ТНА РЕР p, (2.8.7) st, жар 
Hed) =š, a) = 一 i 由 (2.3,.6) 式 得 到 
д (1), — ttl a(l, 
这 时 J =0, pa =1/2 或 po=1/2, н„=0, Dp 与 9/ 两 点 在 (2.3.3) 
式 的 第 二 个 种 不 中 对 应 的 两 项 互相 抵消 。 
当天 为 个 数 时 ,由 (2.3.7) R, 可知 o(d) = 41, 由 (2.3.6) 
AK, 4 o(d) =1 时， 
0, #k=0 (4), 
male ж kal (4), 
Ы afd) = -1 时 ， 


823 GUN, К, а) HL S(N, k, о} 85 


9, 车 k=0 (b, 
| 0, 车 b=2 (4), 


Ц 1/4- u, = we (d), 0-1 
айе =5, MELT ш, ааа | 

0 -1 | 

жиш, TEO TET (rh, Шотен, p 


SL¥(—p) =20, SA М-р) =0, dy(-B) = оо, ЙЫ 


w=(" € 2} u € C 
ol » ` 。 
我 们 有 
_ {ж Vl pVO -1\/1 pu үл 
("ha pha cali U.) 
fF 0 
“(5 小 
由 (2.8.5) 式 ,有 сэ+й= р, J = 1, WPS (N), WE 
证 明 ,这 时 @ жа Не 
®®+а+1=0 (N). (2.3.9) 
车 8 为 (@-1, 褒 ) 的 一 -个 素 因 子 , WF айа1 (g), (8) =0+0 
= 士 1 Afi a+d=2=+1 (Q), 9 仅 可 能 为 3, В 00-10 
(Зунуз ижа 都 成 立 。 由 于 95， 可 见 4 是 (2.3.9) 的 
解 .FA\E ”的 三 阶 棋 圆 点 个 数 凡 就 足 (2.3.9) 的 解数 。 类 似 于 二 阶 
RAAB, 可知 Г\Н* 的 三 阶 风 图 点 与 (2.3.9) 的 解 ~ 一 对 
HdR DWR, r= d-1(N), £ = d(N), 由 
dad=1 (N), 
Hadal QN), AANA fee 15, m Ro (dy=l, H 
(2.3.6) 89] =p, pAT\A* 上 唯一 的 三 阶 精 加 点 。 因 而 
0， #430 (3); 
њи Heel 3), 
2/3, ка? (3), 


#6 жож Ë 


PE 1/3- Ho = Ma, 

А133, Жый ей (N), ШЕН HHT 
MASA p5p, ЖИ old) =p， 从 而 (0) =", H 
(0.8.6), 得 

АГАТА 
所 以 
2/8, 88 b= 0 (3); 
"°| 0, #4=1 (3); 
1/3, 4 ks2 (8), 
1/8, жЁ=0 (9), 
==, #21 @), 
0, 3#k=2 (3), 
于 是 
G -ь) (1 = ) = — By = (9 (d) +o (dr), 
到 此 ,完成 了 定理 2.19 的 证 明 。 

命题 2.20 设 天 汶 负 整数 , 工 为 第 一 类 Tuchsian 群 , 则 

dimG,(T) =0, 

证 明 Be Po А„(Гу HUES IG, MJ 

GAL) = (fE f EAT), dvi fF) 20}, 
9 divF = Sy p( € Do), 定义 除 子 [div] = 9191р, 可 见 
dim@,(P) = (УР), 
利用 引 理 2. 18 及 关系 式 
p(T\H*) =%@-?9+50(1- о), 
我 们 有 
deg([div FQ) «дору = n(P\H*)-4/2<0, 
жалб, (Г) =0, > 

分 别 以 下 和 2 一 大 代入 定理 2.19 的 恒等式 ,然后 将 两 式 相 加 ， 

可 得 
апа (N, k, o) —dimG(N, 2-4, фу 


82.4 GN, К/З, @) fi S (N, К/2, оуу gi 
ът (N, 2- Ё, о) -Uma (N, Ë, фу 
= TIM te, ss P=- DB (00, //с)), (2.3.10) 
ТОЛ 
这 里 为 @ 的 导 于 。 因 GCN, k, oca), MaE 
时 ,向 命题 2.20，G(N, b, o) MSN, #, o) MAREE, 
ГО) ARRSH ГОТ Н" ра ЕД. CIRE 
жш, G (PON) AEB LR 
GCN, 0, id.) =G (T, GN) 
ARR Ld. EREA LR). hT ONAL TD 
SCM, 0, 44.) ЖЫР, Boxid, Н, БР 
GW, 0, a) CCGAT CNY), 
可 见 GCN, 0, о) (У, 0, 0) MARRAZ. PERAR, 
н (2.3.10) 式 我 们 得 到 
28 Wk =2, os 这。 时 
dimG (N, k, @)-dimS(N, £, әу = 5 А KAC N/e)), 


NA 
(2.3.11) 
Hb=2,o=id, Bt, 
dima (N, 2, id.) —dimS(N, 2, id.) 
= 5 _ 
= Ë Ph N/L (2.3.12) 
当 6-1 时 ， 
dimG(N, 1, a) - dimS (N, 1, a) 
= S ple, N/e)), (2.3.13) 
Б 


«ИЕ бЕр ИДЕН, 
当 hz2 时 ,由 定理 2.19 亦 可 以 得 到 GC, k, фу ASC, 
k, oy REM, 


§2.4 GN, к/2, a) FAIS, «/2, o) 的 维 数 


说 к HGR МЕЗИ, B. 4| N, о WRN, H L. 


58 BIR BPRS И 
WS О MA PH, 
(D 3E—= (y, 70, 2) EAN) 有 


ла, собол о jer, 


(2) FOR P (NB t Eo 
称 7 (2) 为 群 T (N) 上 权 为 K/2 具有 特征 名 的 整 模 形式 。 爹 体 这 
样 的 模 形 式 组 成 的 空间 记 为 GCW，x/2，o)。j 了 在 尖 点 的 Fourier 
RAR ЖОЛОО Г ABRAM. BAM GW, x/2, o) 中 
任 一 模 形 式 I], MRE TOW) 的 任 一 尖 点 MAT CF) > 0, 
MW SOQRBRBA, GON, к/2, o) 中 全 体 尖 形式 组 成 的 空间 记 
为 SCY, к/2, 0), AWE GUN, к/2, o) 和 SCN, к/2, о) 
的 维 数 。 

由 于 (~ 了 DEAN), 4o WAN АМЕН 

РЕСІ, Dl.=0(-Df 

时 ,了 只 能 为 零 ,所 以 我 们 必须 取 © 为 偶 特 征 。 

愉 (2.3.3) 式 的 推导 过 程 可 以 看 出 о BEAL к /2 RE AL 
下 时 ,该 式 仍 成 立 。 当 站 六 时 ,ToCN) 没有 月 略 点 (定理 2.7)， 所 
以 我 们 有 

dimS(N, x/2, а) -dimG (N, 2 ~ x/2, a) 


= nH (1-а). 24D 


Жер p OB T CNN "Ит, MH f € G(N, x/2, фу, 
BAVA v, (f) = р, (той), Ң.0О<н„<1, 

HFR o WFT, NAL ү ЖИТ Пр MF = 
ПР", Rie ЖЖ 

存在 六 的 一 个 系 困 子 D，2=3 (4), r, 为 奇数 或 0<Ty 
<2%,, (+) 
Salk) RRM pA RA, B p=3 (4), Wr, ~ 
定 是 偶数 且 т„:>2з„, 

3182.21 apg 为 正 整数 > 1 р<е, WJ 


82.4 GIN, Е/2, ш) mS, k/2, 0) AEM 对 


S 人 2 


= g mn. 
=1 


pol (BF р" 
a т "})) 
Rol Go) y m] 

Кы р» | 

a pal. 

в энин, Ж) (T). 


引 理 2.22 wa ОЕА, п 共有 vv 个案 因 子 ， 都 是 
模 4 余 3, 则 


ума Be} = 2а н), 
证 明 以 4=n=1 (48W AA, kuq 
vofir iOa 


1 ` y v- 
С) 
其 他 情况 可 类 伏地 证 明 。 

定理 2.23 我 们 有 
dimS(N, x/2, 0) -dimG(N, к/®, 0) 
So yl dee) -$ TL Mes 8, Р), 


其 中 ACs, Sp, 2) 为 定理 2.19 中 所 定义 ，& REE SOT 
Bred, CoM, Sa, 2), rsd, 655, т, 


yo фав ABABAMEL 
(+) E 88 页) 成 立 , = 2, 
. йрз,=0, 6=8/2, 
wheal (4 
ужа = @ 2 &=5/9, 
) 不 成 立 Les а [#s=0, &=5/9, 
BERS! tyes 8628/2, 


证 明 我 们 需 计 算 (2.4.1) AGMA, LUCA, Ж 
s=dje HTH -ERS e WNWERT,S 


a71 
f= D (zu), 
REYR A BBB (2/06, N/0yZ)", M o ж, Ще АР 
TOE WARRI. MRi 

Med fo, 

су 

й b 

a 

°-(% "esse, 


004/6) = оо, 设 3 为 ,的 坐 成 无, 这 里 
s=d/e, T,=(véTy(N)|y(s) =s), 
由 于 -了 工 E ГЛ), 我 们 可 以 假设 


1 h 
-1= hh>0 
£67 (o 1) (h>0), 


Kit 
gagali hy (lated АЧ 
=e i? (rie ыа} @›. 
出 此 可 见 
h=N/[e(e, N/e)], 
令 д 
р" = (p, (ead) e Gi, 
J 


о" LO) Cp)-! 


83.4 G(N, x/8, @) ASN, x/2, @) 的 维 款 vd 


Loh ( -h 
-{( 0 1 ) ела 1 4 od | | 
SEG, к/2, о), 因为 
FIECO Ie) | [ps (9) (о*у-!],„ 
=0(1 + hed) fi Toy]. 
тїї YCF) ==uxmodZ, (0<p <1), Жн р=ф(#), Aas HFA 
- -h 
€ (up) =®(1 +hcdy O75 ы Star) 
我 们 把 上 式 右 端 记 为 $B(0/6) j e REE Л e= Пре, 
经 直 搂 计算 可 以 得 到 
_。 fi" m=, o=]; 
гыз] ‚ 其 他 情况 


1, Жш», 

l, жт,=8, cs=0, 2, 3; 

ah )= -1, фт=38, &=1, 

1+hed 1, бле. =0, 2 
r жт = 2 ol h= 1(4); 

Coa жее 9, <1, аЗ) 
ЖЕТЕ Ж ЖИН В| 1.5, д, 3 7. =2, cs = 工时 ， 这 时 天 为 厅 
数 ,我 们 有 

(тты) =( rian) “(ттк (ryan) (а) 
可 得 上 述 结果 。 

(1) #r,>4, ах 909/0) =e(l+ped)， 与 定理 2.19 中 
(2.3.4) 式 的 证 明 类 似 , 可 以 得 到 , 
0， Ac, М/о) N/E, 


| Bote, Nje), 着 (G, No) Е, 


(2.4.2) 


从 而 


ii ALE BOE 


Tiye 


-= -下 5 Pe, N/0)) 


Cay p 
1 
= = Tacs, Sp, Be 


人 ##т,=8, Be=0, 2, 3 时, 仍 有 
308/6) =a(1 + hed), 
这 时 (3.4.2) 式 成 立 。 当 o = 工时 ， 
(а/о) = —®(1+Лсйу, 
# F|W/(e, N/o), Smt #(й/оу = —1, ЇЇ f.=0, 今 设 ЕЛИ 
(с, N/c), 考虑 何 时 能 有 有 Qfc) = ТОН d), Вр 
@(l+aN/(e, М/суу= -1, 
这 时 
ga(i+2dN/(e, М/вуу=1, 
Bd (с, N/cy ж, ЖӨ Н E N/C, М/о), (e, N/e) | 
2N/F, {а (G, N/oykN/F, HOX р й ЛОМЕ, ЦОМ, 
2-A(e, N/e) |N /F Bt, Р d/o MAF 000/0) = 1, 所 以 这 时 
f.= 271000, N/e)), 
#2[N/F, Hed’, id= -d((c, М/суу, Ad’ He ieee, AKIF 
#(4/ву =4(d'/o), 
HERH. dP 2[N/F, (e, М/су}М/Е, ak (о, М/с) 2, 
Ф(а/ т) 5 0 (4'/ey ТОМУН * LWP, JF ELISA 
fo=0, BAER, ЧОУ, 


8 
M= fj) 
соор 2 NE ШЕЕ А 


4 2[N/F Bt, 


M= E fee U Аб» 5, D). 
тесу К DEN De? 
(8) 9, 当局 =0, 2 时 ， 
004/0) =o +0), 
这 时 人 ,4 多 起 成 立 , 故 


82.4 GN, к/2, oy S (N, K/2, Фу 93 


| fe — AC 
A, f. „Зун „Ш. fos Sos Р). (9.4.3) 


ЕСЕТ Я 
(°) У РВ + k 3, МАНИН r, AAM X 
任 一 给 宝 的 e! N, Ф of = op- of BARN ENS, R. 


N N 
We Wy 77 PO, Nay Ye 


KARNA 
#(4/в)у = 天 人 Хе) 7%), 
从 而 fet fo =0， 由 (2.4.3) 式 可 得 
M= X> fet 2 f.=— Alas S; р), 
Б = 


Ë HN ped 
net азі 


DT ЗЮ ЖТР, RAENT WEA 
数 ， 这 时 对 任意 c， 其 对 应 的 大 = W/[e(c， М/с) MEMS A 
1。 从 而 
900/0) =е+зө(1 +4N /(e, Мусу), 
令 
ne =H por terain (rsa. co) 

其 中 РИШВА To- min(yo Coy oo) <s, fÜ N JBE it R RT, 
жшж» = 110727160, NNA, 

B s,=0, Фп, 1, 这 时 (G16) =e, He 


x (2-18) „Че, 070) 


онр “Лу, 


= BOO TE AC, Si P). (2.4.4) 
4 PIN pee 
Hn wl, хр ol +dN/(c, N/0)) Ame KA ALAR, 
出 于 
a(l+d,N/(c, N/e)):@(1 +4,N/(e, N/e)) 
=a(l+ (d, +&)N/(e, N/c)), 
(利用 (c, М/о) А), Ж ol +N Ce, М/суу =e, 因而 


94 жаю MEA MAT 
Yafo) = елла чө, 
п, Hlo, N/o) WAT. d даза (Z/(e, №/с) 2) at, йы 
(2/2) ele, М/с) ебу. PEIA 2.21, 我 们 有 
=} бо, М/еуу- E {кке} А0) 


у 
_ (о, N/e)) (4- куњ 
a эи 9-0 | (2.4.5) 
E s,=2, Ri a(l+dN/(c, n 2n 次 本 原单 位 HR, 
Final, Д 


ode) =e Gt, 


因而 
2+к 7 
кё Baume f(y -{ 4 Dex Bor CCo, N/e)) 
=~ FP Д мт зр). 246) 
А 


insl, 不 妨 假设 
@(1-4М/(е, N/0)) = erian = _ езде, 
其 中 2d’ =4бъ) CER, ОИН), ХЫ] 
pajo =o OV D, 


iit 
ele, N/cy) "St [221 d 
= 19 Ф((0, М/суу- wa Bh, "4 +4 } 
Ф066, N/e)) кт, N 
ot) > СОЮ L (2.4.75 


(2 ) 六 的 任 - 模 4 余 BRET Р. 其 ra 都 旦 偶数 ,月 fos 2sv 
《 即 条 御 (9 不 成 立 ) 。 由 于 
т„—өїп(Т-— Cp, б,уг»т,/2@:>в,, 


所 以 这 时 танаж BORAT. Чаа, 
Bot] е le нор o, 


ш 


62.4 GON, Kf2, ©) ASN, x/2, өү mF 9% 


Wy (2.4.3), (2.4.4), (2.4.5), (2.4.6), (2.4.7) 式 即 证 得 所 需 结 
ie. 
(8°) ЛЗ REAT р, Hr 都 为 偶数 ,但 其 中 
至 少 有 一 个 了 适合 0<ro<2sn. 4 
R= {p|p[N, р=8(4), 0<т<28,), 
Hine RAMA Ж 1 ЖРТ. а еп, Hp nt 的 素 因 子 均 为 
W 2⁄1, of MABE MHRA ЖЗ, HEL, 因而 
sua sy l= Zaa x. эр} 
=0, 
斌 以 对 应 的 了 :一定 是 零 ， 仅 当 n 的 素 困 子 均 为 模 工 余 3 ot, f, 
AWS, Wila, 的 考 因 子 一 定 属于 В, е ВИР 
m. 5 
e (R) = 4010127, о, = 1, n, RES AW RY, 
Ho, =0, 12.4.5) Жы] 2.99, 可 得 
Er- > TI ppr t-ere)y 


| WER се мухит 


x П 2р'°-'»у,(ка„)/4 


pine 


_ (к) so 
= 


WER PER ep psa 


х (рэта) 


= ik ) XY (- р" ITT АС» Tos P) 


И туур: 


=- TE AG, S» р). (2.4.8) 


(2.4.8), (24.4 R2. + 8) 即 得 到 所 需 绪论 ， 当 sz =2 W, Hl 
(2.4.3), (2.4.6), (2.4.7) 51712.99 放 可 类 似 他 证 得 所 需 结 
#. 
利用 命题 2.20， 当 K<0 时 , 易 见 
dim@(N, x/2, o) = 0, 
在 定理 2.23 中 ; Weed, TPH dimS (N, x/2, oaks, M 


2 模 形 式 空间 的 维 数 
洋 亦 可 得 到 dimG(W，x/2， о) (x 之 5) 的 表达 式 , 取 x=1 或 3 时 ， 
dimS(N, 1/2, o) - dimG(N, 8/2, о) 
k 
dims (V, 3/2, о) ~ dimG(N, 1/2, фу, 
如 果 知 道 了 G(N, 1/2, o) 及 SCN, 1/2, шу 的 维 数 ， 就 可 得 到 
GN, 3/2, e) RS, 8/9, o) 的 维 数 。 在 85.3 中， 将 给 出 G 
(N, 1/2, 0) 和 SCN，1/2，o) 的 维 数 的 计算 方法 。 
定理 2.19 和 定理 2.23 所 给 出 的 维 数 公式 ,可 在 H. Cohen 和 
J. Oesterle 中 载 到 ,但 没有 给 出 证 明 。 为 了 读者 的 方便 ,我 们 在 
这 里 给 出 了 详细 的 推导 ,这 在 文献 上 很 难 找 到 。 


Кен 3 te 


Аз = 


模 形式 空间 的 算 子 


$31 Hecke Ж + 


Носко 算是 模 形 式 空间 的 . RRR. RMY 
讨论 一 个 群 的 双 陪 集 所 组 成 的 Hecke д, 

设 G 为 -个 乘法 群 ，F 与 P AG ATCT ЗНЗ ГГ П 
PIRI nra ИГЕ, WAP ST 为 可 公 度 的 ， 记 为 了 一 
г', 

引 理 3.1 EPP 和 Ts Ж ӨЙ, BOAT, Га, 
W Гуга, 

证 明 СГА В, THOT аг nr. ГУ] 
WHR, НИГ AMAA, TRB OPP ПГ, NINA 
H, MT APS AAR, WETE: ГГА B, Bü 
DP ils, 

ГО, EX 

Fa (a€G lala! г}, 

BI ЕУ PIT ART, 

引 理 3.2 EM HT. AGTH, «NGL, # 

4= [raranerimao]， 

m” rat. =Ù ra, 
AAAI Pi WAREZ CE F Bi, UJ Ta, 总 表示 是 互 
ЖАЗЕРКЕ ЕНЕ, ARTE SE БЫЛ). 

证 明 RIET А) лап 75)5.， 为 互 不 相交 的 8 个 有 


98 Bas 


Ge 
陪 集 之 并 , Жир ó, Ta 中 的 元 素 ,因而 
аг, =) пав, 


FEE i, 1, ЇЙ Габ, = Глод, WAT ye ГІ, fod, =үлб;, МТТ 
6,07 ET Пата, 
WA i=j. 
губ, 20—038, В PTC4CG, 我 们 定义 一 
AW RD, 4), 称 为 1fecke 环 , 它 由 形 如 


m 
Daraar (264, c€ Z) 
= 


的 元 素 组 成 ， 其 中 的 加 AMAR J, ARRA 
下 述 方法 定义 (利用 乘法 分 配 律 ,就 可 以 得 到 两 个 双 陪 集 形式 称 的 
RR), wor =|) Pa, ГВГ=\ J TB (e, B€ 4), B. 
TarBr =| J rp 
为 互 不 相交 的 双 陪 集 之 并 ， 定 义 Гаг 和 了 BT 的 乘积 为 
De PEPER, 4), 


其 中 
ссе, Рав; = гёр, 
我 们 必须 证 明 这 个 定义 不 依赖 十 右 障 集 代表 元 a, By 及 双 陪 集 代 
лнн, s J 固定 后 ， 著 Paa8y =Га„8,, WJ Far = Га, 
AT а =, ВЧ j BDE, 最多 只 有 -一 个 i 使 Topy = TŠ, k 
Gg =H {jB € ra ipay 

=#{7 r BCT rg} 

= Parra TE 
中 含有 T 的 右 陪 集 的 个 数 。 
жй, с, 不 依赖 地 a, 与 Bs ER, MPEP = аг, WW 

&=010,, 6.6, € p, 
因而 
TBI NTo TE = (ГВГ NTa n)dan 

所 以 ce 不 依赖 于 在 的 姨 取 。 


§3.1 Heke OF 99 
定义 3.3 de ToT 为 Far RET ARR, 
dog, Ж eTET) = Ул е, dog( TET), 
引 理 3.4 rap. er =e Ter, W 
og dog (PEP) =#((6, J) Гов, = ГЕГ), 
аня wrer-UTé, 当 旧 仅 当 存在 一 个 包 使 
Га,8, =Гё, 
成 立时 ,有 
TaB =ГЕГ, 
ik 
но, аваг TE = Sa, pira, = PB) 

=e сс deg(rer), 
这 里 利用 с, HARBOR ГАГ 的 代表 元 & 的 选取 这 一 事实 。 

引 理 3.5 设 z.yERCT, 4), 则 

dog «-deg y =deg(z9)。 

HR REE: 和 都 是 一 个 双 陪 集 . Ж 

а= Гог =| Га, =I sr =U Bs, sy=EcTET, 
Жї 318 3.4, 有 

dgn) = Yc:deg(TET) = УЖ, p Ta B, = ГЕГ} 

HCE, р} = dog z -deg g, 
SERT, ЛЯН, $ 
M=(SePnloeZ, neh}, 
Mb ig 426363 ARH RUE SUR, BE 
u=Taoar =|),Ta;(acG), 


EXM- -Apl 
UB TH - Dle ram, 

Bü 8438] D (Г, 4) pi RR Hom (MAER, 

这 个 对 应 是 单 射 。 没 


10 RIF ртт 
Pot =| Га, TAP | TB, 
Tar Par Se. PET RK PER LE 
我 们 有 
ГаГ(ГВг. гу = Таг) Гл = У) Top 
=e. TŠ, = (ГеГ.ГВГ)-Гт, 
TU, AH 9.2 € BT, 4), ає M, W (у-2)а = (тт), Si z. y. z€ 
R(T, 4), їй 
(Cey)s) а= (zu) (za) =®(у (2a)) =2((y2)a) = (2) a, 
WH RCP, 4) + Lom (AL) ИН, He Gy) s z (ye), 
引 理 3.6 ack, ж 
rar =Urat "Jot, 
WERE te}, 使 
Tar = re =) аг, 
证 明 шта є гаг = Га?г, 所 以 存在 eerT, 使 
al = dale, 
令 a, = "taj =ale, 
则 有 To, = Го!, Га, 
EGA BLY JS ааа)" = Ва), H Г®=Г, 对 
任 - -ae GETAN" = ГаГ, KIRT, 人) 的 乘法 是 可 交换 的 
B Tar = ja, 则 Pol = (ГАГ) = аж, 内 引 理 3.6。 存在 
{ai}, 使 


Tar =| hra =U., 


同样 可 设 

TBT =\ JTB; =L LBT. 
我 们 有 Pot = (Tar)* =| Ғе! 
同样 有 TAr =L JB, 


= TarBr =| jEr, 


S3.1 Hecke ah F 101 
则 ГВГаГ = ГВ“*Га*г = (Pargr)* =| ET = Tar BT, 
因此 
Pot .TAT = Serer, ГЕГ.Гаг =Svirer, 
是 对 同样 -组 二 求 和 。 由 引 理 3.4, 得 
cp deg PET =#{ (i, р 1Га.В,Г =TET} 
SHG, j [Petar = гегу 
= cpd rér, 
因此 o, = в, ДОГ, ARENI. 
№9 = 01500), Г- 812), 
引 理 3.7 THE PHAR =G, 
证 明 1-66, ж ce Q, Be M,(Z), {йа=оВ, %& 
时 aoer1=8rp-1。 设 5=detB, 2 P, = P (b), {Ж 
ъв1г,8=0 (b), 
MAIL BET, Ri ENBE, 所 以 
(PP erg) <] < о, 
由 于 [871ГВ8:871ГВ8[\Г] = [rT (ВГ 1], 
DB (RHE, 可 得 
Г8г81:7 ABTEI] < +оо, 
Ша=сВеѓ. 
a 
A= {ac M,(Z) |det a>}, 
考虑 Ново RAW, 4) 的 结构 。 对 任 一 we 4, УЙДЫ Tar 都 可 
唯一 地 表 为 
{а 0 
I lo ae a>0, d>0, ajd, 
ERO Te, 办， 方 阵 的 转 置 足 G 土 的. -个 反 自 间 构 
area? ñ ask Pha Р, Т(а, йу = Ta, d), yur, 4) 是 一 个 交 
BS. 
引 理 3.8 а, 70. TR, W 
1а, a) T (b, ba) Тоны, а), 


302 таж WEE 


证 明 id 
fa 0 h 0 
«(5 ub a(9 ч 


BR ТаВгсгагВг, Ж ҮЄГ, HIE ay8 КЧТ, a KE 
ОЗНАК @: 整除 ,78 的 任 一 元 素 能 被 bb 整除 , 所 以 wy8 的 任 一 
FOR Ж аһ, WER, Hah 是 此 有 此 性 项 的 最 大 正 整数 ， 因 此 
вуВєКаВг, УЙИ, rar = 了 aT8T。 RITA 


中 $18, = Ga/ar, DELS, (si, s, u)=1 
tit, = 0/6, сос, (h, fy e) =i, 


Ss u\ft v ab 0) 
(o ao нео ant 
不 难 证 明 这 时 
ash al, 8, = а/о, Ь = 6,/b,, u= = 0, 
故 TaT .TAT = Гавг, 
Tie, 6).7(а, 4) =T (ca, cd), 
出 引 理 3.8 #£— T (a, d) зу T (p=, р") (p Wx 
Ж, ase Ж. HRPM p, UR, ARP, A) 中 
Bin Ties, pe) ОЖАУ. AI Тр", ps) = Тр, 
ру, M e <e H, 
Тре, р") =T(p, р)°Т(1, pe), 
WB. R, Te, DRTC, po (hol) Am, 
em EH, HEL 
Т(ту= 3 10,0, 
即 T(m) 为 所 有 双 否 集 TaT(det r= m, aed) УШ, 35 k2>2 时 ， 


ж Ra 


88.1 Hecke я St 103 
易 见 
T(P =T, р) +T (p, PT wr), (8.1.1) 
9188 3.9 el, 则 
ТРТ Ср") = TP) + al (p, pTI. 
证 明 我 们 有 
Терк) = |) re a) 


mtas 
Yemen 


í 1 b. 
Trj? 1.4 r( ! 
| Ra p 


š 4 
T(p)T(p5 = > “а a 
“шд! ? 
m d =O 时 ,由 


1 шур" b (" ) 
г =T 
( oh >=) р! 
可 推 得 ol =0, ca = b= 6.=0, 因而 Cowal, 当中 >0 时 ,可 
НИНИ BD. = p+ 1, 内 此 


Е 
Тор) Pep) A pated 


x 5 fe AP 
атш, Р 
=Т(1, р) + (p+1)T (p, р) Тр") 
=D (pi!) + pT (p, р) Тре), 
HAL Г (8.1.1), 
Ш.И 3.9, 我 们 有 
TA, р) = T (p) 一 了 (2，2) 
=Т(ъ)°-(1+ p) T (p, р) 
=F, py (l+p)T(p, p). 
xke? 时 ， 
T(p)T(, ре =Т(р)(Т(р*) -Т(р, р) Тр") 


ios ROR Hye 
=P) +T (p, DT) -Т'(р)Т( р-у) 
=Т(1‚ p) +T (p, p) (1 + pT) 
-TP tip) 
=T(, р") - pT(p, pT, р), 
让 以 
Td, р) =T(1, prd, ро) 
_p(p, DEd, р"), 
WHR, LAL, ORT, Pp) 生 成 的 。 
Dis) =$ Tonm, sec, 
НЭ 8.8, юк 与 ms AM Hi 
Ттт) = T (mi) T 0), 
所 以 


DG) “1, терр"). 
ШЛЕ 3.9, 我 们 有 
(I-T(p)p -PT(p, рур”) Tepe =1, 


ий 
万 (5) = ЦА- 74, рур tTO, ppa, (8-1.2) 


seep D(s) 的 Wuler RR. MIRTH RT, 4) ОЮ, 

WT bh DCs) 得 到 这 个 未 示 的 水 积 性 质 。 例 如 ，TaTr>dog Tar 

HRT, 4) 的 一 个 表示 ( 引 理 3.5), WiLL 

Š ао (туут = TT ppp) 

=i- pr- pis 
#б(з3)ё8(%—-1), 

这 里 我 们 利用 了 dogT (1, p) =1 + p B dog (p, p) =1, ҢҢ 

Ы dog (m) = 5\4, (3.1.3) 

& 


S33 Hecke 算 f les 
WG =GL: (R), P SL (R) 的 第 - -类 Fuchsian g£, 设 
аєЁ, Fer=UiTra， 我 们 在 空间 A. (Г) (Ë Ж) 上 定义 一 个 
线性 算 子 
F|[Par}, =й) SF Та] FEAT). 
该 定义 与 we 的 选取 元 关 。 我 们 称 这 算 子 为 Hoko HF, 
引 理 3.10 [rery, Жр A.C. (rM S,(T) WPL E by 
的 映射 ， 
WA ЄЛ, (Г), W Z. Dad € dlar Ta), 6 
T= Пага ПГ). 
BMP Wore aA), 由 于 apra ПГ) < + о, ЇЕ 
BJ PERIS +co, 卫 与 三 其 有 相同 的 尖 点 集合 。 任 取 6ET， 集 
(Габ) ДИ ЕЁ (Tai) WA 40, W 
Ў|1ГаГ]ь- [8], = dot (a) Sf] [ools 
=бе (ауну, | [ade = ГАГ, 
所 以 FILT EACT), HEUER, Ж /EGs(T) 或 
SAC), W FIAL EGR SAL), 
UTX = Me PEPER’, T), 定义 
АТХ Def], FEAT) 
引 理 3.11 j X, Y en(r, Г), Ш 
[Х.ҮУ = [ХУ]. 
WA 仅 需 证 明 А 
Pare [TBT] =[Гаг.гВг (а, BEF), 
j Tal =| Ге, ГВГ >| ЈЕВ, 及 
Ге. ГВ = У\с:ГёГ, PEF = PE, 
ER SEAT), 我 们 有 
CF (Pars) | [TBT ]y =det (a8) "1D f| TaB Ja 


= dot (е8)?! Refill => cef [LTEC] 
= Ў Раг. TET], 
PAJE) W РС) (2) 可 看 作 是 T\H* 上 的 函数 


don 入 中 юж 


(у= Т.б), НЯН oe P, 我们 有 
Fial) ) ўба (2)) Im*o(z) 
= f@)g@)J* (a, 2 F*o, ImJ (0, 217 
= fe дб)", 
定义 积分 
(| засу аву, (8.1.4) 
nha 
出 上 述 ， 该 积分 不 依赖 于 基 域 万 的 选取 。 AR BOR SL 
性 ,由 于 А) СЕН LEZAR, WREDE CERAR 
性 。 设 s 为 荆 的 尖 点 , 取 PESLs(R), 使 p(s)= оо, Ар = р(ш), 
q= hl, 其 定义 见 $2,1), 我们 有 
FI] =l), 9110711. =¥(9), 
HO AY а= ОАА, П 
FOF) Im (e) 
= FCO) JF CU) ) Imt Gey 7 (ol, w) |728 
=ф(9) 900) Im" (wy 。 
WAS Ag BDA AEST) a, MOOO =0， 积 分 
(8.1.4уж w = co 处 收敛, 即 在 =* ЖЫН. Tu 


©, ® у |} FOT deny, 
трага, 
wD) = || 4606. 
3 


ЖЛ, g> 为 了 与 9 的 Petersson руда, Sall) 在 Petersson 内 积 
下 成 为 一 个 Hilbert 空间 。 车 T' Xk T ATR, B TT: Tr) < co, 由 
定义 可 知 在 工 和 bf ti g 的 内 积 是 一 样 的 。 
BoeGl (Ry, W Salg Taj EAA Ta), BARR 
aTa 的 -- 个 基 域 ,这 时 a(4) 就 是 了 的 一 个 基 域 ,所 以 
CF Ie, g! [elo 


$8,1 Hecke в f 107 
=det(ay*(a (Ayy È FUF) |J (e, z) [yt dady 


(Ay) ff IOI ye dedy = (5, 9), (8.1.5) 


引 理 3.12 7768,0), «EF, aade: (a) at, W 
«РТаг!,, ду = (f, g, Гог}, 
证 明 AW RERET =U TN Tae (s e T), F 
Ж ГаГ = UJ. Tae, W Р=( Je (A) Ж rna Га 的 基 域 。 是 
(8.1.5), 
n (A) тагу, ф 
=det(ays:-t Df] асай Tega dedy 


4 


=йоцаукзт У) [fF] fogagurtdedy 


sa 


боба [| F| La] gu dedy 
№ 


= dot(a) el fi Fat Taga sted, 


aie; 
ww Го = g Гать, а(Р) Ж «(Г Пат Гоја = Para hy 
基 域 , ER - UJ (TO (ат) Parle, 因而 Гат = Ј.Готе,, 由 于 
(а=) Tat =аГа-\, 
BU U e (A) Г Пага! 的 基 域 。 我 们 有 
аА). «Р, g| [Tas Tl, 
бна Df | Fl Tere, lan обу 
Ц А 
=det (ay?! 5 ff fg Lory" dedy 
? > 
Ж» 


= dot(o) -1 ff fylle ly dedy, 


oP) 


当 上 与 9 中 仅 有 一 个 属于 SCP), 91813.19 也 同样 成 立 。 


105 


加 到 荆 = БЛ, (ZW, Haes=Mi(Z), IH a Бо 
AL 8 AT, k Por = Far, 于 是 
Fall, у= <, gilTarl.y, + JES), 
HT RTT] cca NAL SEA A 因此 Sa Cr) rr ff 
在 C 上 的 -# 8 中 每 个 泊 数 部 是 这 组 算 子 的 公共 椒 征 晒 数 ， 
而 且 本 征 值 都 是 实数 。 对 任 一 了 ES:(T), 我 们 有 
FIT, py = 29", 
IF R, Ж Т(р, p) MT Cp) ER, Bf b) f ERA AT 
Те] aea 
HARRIE ed ЖЕЙ ЖЖ RRL Е p, FEL Cp) 的 本 
Ша 
定理 3.13 BFS x с(п)е (nz) 38 G, (P) 中 的 -个 北 党 


ЖЛ ЖК, ПА MERR n, 了 是 [了 (>)]* ATER, W 
ТО), = (ЄК), 
JH с(1) +0, eG) - eb, А 


Baers 01 -Appt рет), (8.1.6) 
(ЖаШ). Ж, ШАО ХОТ 

Dern = Ted - (py pee 5 (8.1.7) 
ШОТТ Or 2a = сп) 7 4} — kon, 


证 明 我们 有 
э arn СЕИ b 
O р» S] 2) 
=në-1 х = > e(mye(m(az+ by/dya-x 
speni c(mje(mazs/d) S? e(mb/d) 
a ё 


>а 
-X зрте) 
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-$ У aenn joye), (8.1.8) 
аа 
ТС (а) ја =, ШД е @) 项 的 系数 ,得 刘 
А001) = cm). 
НАА (1) 0, 由 (3.1.2) 式 可 得 到 (3.1.6) 式 。 
BEZ ARG LORRA. S 


令 


š bp) pts = (1 elp) p+ pet} 


(1 Арт%)-1- Врт) "1 


其 让 4 和 五 适合 ATB. (0), АВ рі, А 
ry А-В Sy gripi 
Bp) = в BAB, 
arei, W 


DCP) OCP) = (Ару) - BYE (pry) (AB) 
(4 AmB BAY В (А By 
= АВА еа _ Витз1-бу (A= Ву-1 
-5 pre 50р) = 3, ал-1Ь( p+" Jat) 
Ж зей, = По" 为 标准 因 了 分解, 出 (3.1.7) 式 得 到 
су = Пр”), 
Bm = [р"», 我们 有 
c(a) с(т) =H b(p"?) 50р") 


=T У] ak b(t fa) 


P бтр) 


= ale (тта?) 。 
«о 
63.1.8), AAFAA c (n) f, 
以 下 讨论 模 群 了 的 同 余 子 群 的 IIecke Ж, 


BN WER AT AE RIN RAO), ЖГ Ж 


110 TIR MERTA T 
ГЕЯ, Н T.C cr, 

引 理 3.14 ар 为 止 整数 ,c= (a, by, WJ P. = Г.Р, 

证 明 显然 有 ToreCTe。 今 设 we Te， 由 孙子 定理 ， 可 找到 
BE M,(Z), 使 

fal (a), 8=a (b), 
因而 dot (В) =1 (abfc)。 由 定理 2.8 的 证 明 , 可 知 他 在 7 € T, 使 
у=В(аЬ/еу, Aili v=1(), yea), Byer, plaer, 
Easy y acr, 
Bae M,(Z), ЖХ dy(a) =a(mod N) € M,(Z/NZ), 4 
Ay = {a€ M,(Z) |deta>0, (deta, N) =1} 
及 
B= {aE Ay| dy (Ta) = hy (aT )} 
Hac A, В, (a) IRF GL, (Z/NZ), 

引 理 3.15 Bta BE Ay, W 

(1) Tar = rar = ГГ, 

@) жає Ф, WJ Mal’ = Ee TaT|M (5) EM (Tay), 

(8) SAMY ГаГ=ГВг, a=B(N) 时 , TyaTy = Г\8Гу, 

(4) #@єФ, 则 Mar! Tal, =T yal’, 

(5) ac Ф, Mal’ =| Wa, WJ Tel = Ta, 

证 明 Wasdete, (0, N)=1, H33, MAT 
Ply, WR «Гаі Г, Ш ГагсГаГу, jf Tari Chal Ж 
Ri, BOE (D). PAM cral, фЕ& = say, 其 中 6、 үс 
Dr, Brac 人 加, RA Asl) € N (Га), 反之 , 设 

&єГөГ =ГаГу, 
È Š =дау, Hip GET, РЄ Г», # AlE) E Ау (Га), MA Ex 
(№), Жон eel’, 办 而 
ó=e(N) (注意 amod NEGL(Z/NZ)), 
Bp dete Гү, 所 以 6=6e-1.5E TT 证 得 (2)。(9) 和 (4) 都 可 用 
(2) 推出。 现在 来 证 明 (5)， 设 <E 到 ，Pam = jive, n (1) 可 得 
Tar = rar =| ЈГоз, Ф Га, =Газ, WH =rya, yer. BS 


$3.1 Hecke # Т 11 


a a Cal’, H (29), HESE, ада, (№), yad) 
WA ver, ЯД = 7, 

引 理 3.16 对 应 Piar'->Pap $ R(T’, Фу АСГ, 4) 的 同 

ШЕВА RIEL AMUN RRR A, Бо, BED, 

Геге 1 Јо, TOBI? = ГеВ, 
ШЖ 3.15 的 (5)， 我 们 有 
TaT =l Гал, TBI = JTB, 
设 Pal! BT =D PEL, 
7 
基 中 Geti, Ду! B = Г/5), 
KR 3.15 的 (1), 我 们 有 
Toar Br =ГгеТ'ВЕ' =\j.PEr’ =L TEF, 
WEAR SONORA, NER, A8 ГАГА PET, 由 于 
du (EJE dy (Flap), А, (E) E h (ГВ), 
可 得 PET =. 设 
Tal. Par = У e Tp, 
+ 
其 中 
се #10, 3) l TaB; = Tay, 
АЕ сее су, 若 Paspb = 了 T'E， 则 显然 有 Ta B = ГЕ, 及 之 , 车 
ГолВ, = TŠ, WA 5 =va,8,, YET, BY EGC Pear tk 
dy CE) E M (TasBy), 
由 此 可 推出 ve I’, 即 rag, = IE, 所 以 
Tat’. TBI’ -> Tar. ГВг, 
E b (Z/NZ)* NAF HR, tN OER, EX 


{fo 6 
rain 4 ESIZ) eb, 1/5, Ме), 


a@ b 
a-f Jem ay ве 3, 1b, we}, 
с d 


BM, ®=1,Ф= М, ГОЙ Ty; H b= (Z/NZ)*, t=1 Bf, 


11 зт PUY 


PRR CY), BRE Тус ГГ, ЖАЙ РЛ 3.7, 可 以 证 
MACE’, SABLE bie Поеке ig RUDY, 27) 的 结构 。 首 先 
考虑 AT PIIRIN HRN RIE, REX 


aye Ne aca, ay atl 
sel ne 169, Ny = p 


[ 1 оү 
ане мум) („у @ 2), 


BARC ACA’, 
#ae dy, d =deta, My 


aa Jair on, 
° - 
这 里 取 e ed=1(N), 利用 定理 2.8 的 证 明 ， 可 以 找到 YE Г, 


使 
"=( 1 А y (N), 


1 


这 时 ?ET H 


ay-! 


J m, 


所 以 a=ap lye а, 
ШЕЙ 45 = 4807, [уй ГЕ ду = Prat, PURI — ae Ду, AT 
找到 we 4%, 使 Par = tat Tt, 因而 

RU’, Ay = В(Г', 45), 


1 
对 任 一 0€ 4y, Bae Mal, (аё) -[ „} w 


гвыг{! )=[' еар (N). 
a a} 
所 以 СФ, 
引 理 3.17 在 引 理 3.16 中 引入 的 映射 
Pol! roar (w€ ау) 
EXT RU’, ANARE, 4a) 2 БМН, 


93.1 Heke н f из 


证 明 ЗЕ И ДЕНА ДИБИ ПЖ S Я, aw 
Aw {1—Ж 4,4 =det n, 类似 上 而 的 讨论 ,可 以 找到 >E Г, 使 
1 
а. A 
п) @, 
BB aye 4%, Ди 
Dy T -ry r = D nT, 
ERS EMME, ase 25, 


1 /1 
Nt) = АЕ ab 


#Ter=r8r, 则 с= деа =dot B=a (N), 由 引 理 3.15 的 (3)， 
有 TwaTy = T BP, WAR Parr = D/A’, 即 上 述 快 射 是 单 射 。 
рй, Q = 人 Is(Z5) 。 设 wpBE A, HEMA a 584 B 
的 初等 因子 有 相同 的 p 支 员 时 ,有 Esa, = Е,8Е,, 
188 3.18 Bacs, доа =my, Hri g GN TH, mN”, 
则 
@) Pal’ = (pe 4! dot a= mq, 对 任 一 ple A 
Holl, = В„ВБ„), 
(2) 存在 EE 4 tE dot ë = q, 且 对 任 一 pla, 有 
LaB, = EEEn, 


1 

@) maf „) m 

I'ar? = IET”. gI = nr EF’, 
证 明 ШОЕ Ха), ABEP, W 
dot 8 = dot a = mg, 

85 ean SAF, AT B€ Xa), Marc X (a), 
下 面 我 们 将 证 明 苹 (@) 包 含 在 了 的 一 个 双 陪 集 内 ， 出 此 即 可 证 得 
а), 


аве 为 (中 任 一 元 这, 可 以 和 到 YET, 全 


14 BOR Матея 


at 
ч) em 
BRIM VET RATA 


ва 1 2 y 
viel oy .) (mN), 


үз 0 /ls\ 

令 у 1р -(o 17 

则 вуве [1 ) mN), 
\ m 


WE=dype'n', Ai det 8 =o, H 


e=( w 
= 人 ,) ою, 


REE 45, хў - ЖИТ р, BÂY ene E,, jk 
E,gE, = E,8E, = Bak, 

这 证 明了 (2) 。 

由 上 述 证 明 可 见 BE én1Y。 今 证 双 陪 集 TENT’ 并 不 依赖 
于 8 的 选取 ,如果 证 明了 这 一 点 , RRA X (a) CIENT, RE 
WTA), BA 为 也 (a) 中 另 一 元 崇 , 利 用 同样 方法 找到 瑟 € 4%, 
detà =ç, 且 对 9 的 任 一 素 BN +T. p f EEE, = БК, E 
其 有 相同 的 初等 因子 。 又 册子 S=S(Y)， 由 引 理 3.16 的 (3), 有 
E= piv, P, YETEN, REIRE E = ГеВ”, Врата ВЕЗА 
BOGE Г, HK 597 = 010-1, Bato = Epon E, HRPE 
理 可 以 找到 9, 使 

9= 工 (mN), Өсүү (9), 

由 于 det @=l (9mN)， 故 可 设 6E PT。 由 第 一 个 同 余 式 可 知 6E 
Г, 由 第 二 个 辐 余 式 可 知 #909"TE Г,, 因为 det 8 =g, B o € r, 
又 由 于 ge Гы, VE Гу, WILE Гу, 

SEC), 由) 的 证 朋 ,我 们 已 知 

X (a) = P'ar” = PET! = Pra, 

# rer ZUTE., 因为 &€ AtC o, нај 3.16 的 (5)， 有 rer 


83.1 Hecke @ T 
SUTE, 在 下 面 的 引 理 3.19 中 ,我 们 将 证 明 


md l mY mt 
тг, о "U Pnr, 
不 难 验证 


r 1 r 了 =0 1 
Ú н) (7 =0, =, т 1) 


ыз 


ж Гав эз АУД НИЕ, 0002-0 5 дірет анж 


By, R Ж 3.8, 我 们 有 
` TEL. THT = ГАГ = Tory 


所 以 最 多 有 一 对 (i，") tE TEn = Ta, 因而 也 最 多 只 有 一 对 (š, 
r), 使 TE = 了 /a， 这 就 证 明了 Pel = Per rar’, 同样 也 可 


证 明 lal? = ГГУ. Er, 
引 理 3.19 Pacs’, dota=m, m|N, W 


m-1 1 tr 
Г'Г! = {BE 4'|dət B=m} =|) ro 小 


证 明 第 一 个 等 号 是 引 理 3.18 的 特例 , 今 证 第 二 个 等 号 。 
设 BE 47, det 8=m， 由 引 理 3.18 的 证 明 ， 可 知 存在 6、YE T, 


EE Гү, 使 
1 
erp- 引 0 N! 
3 b=r+mh O<r<m—1), W 
1 # 1 th\/1 tr 
(5 уо allo жу 
m eer, ") 
0 mj’ 
不 难 证 明 
1 ot 
cf ) War<m~1) 


0 m 


为 四 个 不 同 的 右 陪 集 ， - 


Тн) Т RT, ARR «Е 4, det a =n В 
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йи ГАГ, т 时, 由 引 理 3.19, 有 dezT (m) =m, 
设 <、9>0, ај, (1, N) =1, ДТ, а) жаа 8.17 所 定 
RWB, 4) BRT, 4) RAE, Tle, DERO, 4) 中 
所 对 应 的 元 素 , 我 们 有 


И — T, а Р 
T (a, D = Pro а)" 
Ж s€ Г, 90" ajo mod“ ae at, 
定理 3.20 (1) RO’, 4) 是 由 "F 列 元 老生 成 的 加 上 的 多 
TAH, 
Тер), р, 
Trl, р), P (p р), fk et, 
C) EB ar (ae 27) 都 可 表 为 
ГТ! =T" (m) -T (a, dy 
= Т (а, d)T (m), mN”, (4, Ny= 1, 
(3) тіл", n N=, 则 
Тт) (a) = T (ma) , 
(4) G, m) =1, M| 
Tinm) = Tr (my) T Ca), 
证 明 HM 3.8 23.19 可 得 (2)。 由 引 理 3.19, 有 
T (m) T(n) = с1'/ (mn), 
ç 为 正 整 数 ,但 内 
dog T (m)deg T(n) =deg 77 (тт), 
эй, o =1, 因而 证 得 (3) 。 册 (2)、(3) 及 引 理 3.17 HEC), (4) 
可 由 (8) 及 引 理 8.8 得 到 。 
定义 形式 短 级 数 . 
Dis) = BTE 
由 定理 3.20 及 引 理 3.9, 我 们 有 
brs) -I рәр") 


gat Hecke Я f ш 
=J- Tepp 


ШЕ 


xII- T Cpp +T Cp, p) ре), (8.1%) 
引 理 3.21 о. ХЕ, n 为 任 一 正 整数 ,我 们 有 
Ti(n) = {a€ A! |det a=n} 
= U g т»! © М 


agen ben 0 d 
GaN! / 


证 明 ”等 式 最 右 册 的 集合 包含 在 T (n) a, MER HAI 

集 互 不 相间 。 设 2=%9, mN”, (gq, N) =1, WJ 
dog T (n) =deg T (туйе Tv (g) =.) d, 
它 恰 为 坡 右 端 右 陪 集 的 个 数 。 

Howe, 我 们 已 经 定义 了 ACE) 上 的 一 个 线性 算 子 
Паг”, ВО, 4) 是 一 个 交换 环 ,所 以 且 (T'，47) 对 记 ACD 
上 的 一 组 可 交换 的 线性 算 子 。 设 wxE 4ў, deta=¢, 取 oo€ET， 

єт VY 
9, -( в) (N), 
Wi в=ов®е обо, (N), 
«5 as Н ЕР, ҮН #19 3.15 的 (3)， 我 们 有 
Tal! = r'o T" = Т'ато„Ї?, 
Hit Т'о,=о,Г/, Po. = Г'о,, Ж Tatr’ =) lla, 车 
Pao, = Toga, 
由 子 Do, =o, =), BU 
Daf! = Г'Г. Dart! = Pal! Toi, 
由 此 可 得 
Del! Math! = Darr. Par’, 
PATA], («є ABD FACE) LEME, 

Hac, detaam| Ne, jh Frar = ToL! (310 3.19), 
可 见 这 时 frvarJs 是 А, (Г) ЕШ РЕТ. 

ХЕШ Бий Ыы Be] Ss 上 , 一 组 可 交换 的 正规 算 了 -- 定 有 


эз S38 模 形式 空间 的 算 了 
一 组 公共 本 征 失 ,构成 一 组 基 ， SL) 中 存在 一 组 基 ， 其 中 
每 个 函数 都 是 算 子 [T/e 了 (mE 4’) ATE 3k, 

取 一 固定 的 1 (i>0, tN), 考 虚 妇 =1 和 (Z/NZ)* 两 个 情 
W. EM ` 


a tb 
п [vesuap|jyey= (5 и! 


ag (Z/NZ)*, be Z/NZ |, 


res fre r; 


1 ó 
wo 人 "сата 


t 
ЕСА -(% a} 


a€ (Z/NZ)*, bde zxz}, 


1% 1 
а ава (0 ч} bdeZ/NZ |. 


в-ф, Го HD TON), 而 当 t= N wt Ге фа r (N), 

Tr ГЕЯ В, E T/A (Z/NZ)* 是 一 个 交换 群 ， 
HSFCA’), veri, II FIE Gi(7*)。 我 们 得 到 了 r; 
HGP) LM — PRR POF ya, РЄ ГУ, f hf, 
BRL AER LAW ESR IT A, SCP) 可 以 分 
解 为 形 如 Q(T%; 办 的 子 空 间 的 直 和 ， 这 里 # 是 模 丈 的 特征 ， 且 
90-1) =(-1)*, Gerh DEARER 

СУ =.) f 
的 函数 了 组 成 。 
Boe 4, Briar =U,rie,, FEGT фу), > 
PLP arian = (det a)y (@(а„) )F | Leela, 
其 中 da, a, HAF, HEMT ey TS 9) Е 
的 一 个 线性 算 子 。 从 而 我 们 得 到 RID, AE TS, 9) 上 的 表 
HTH, Duy WTC) ny PHB TU (a, d) Тут) 在 


yd. Hecke $ £ ия 
GTi, DEREN. 
гире vo нене (о уа, # 
FOET), 
M Gy eo 的 展开 式 为 
FO =) eote, 
tien тев й, 
ISSIT (ту, =$) спо (n/t), 
利用 引 型 3.21， 因 为 0。€ Г, 我们 有 
s= g, 21 vos (Sy a 


=È e@) Bar 9б) elnaz/diyd St «убу 
oh a 


=> Sy *°%(аус(пт/ауе Cane/t) 
x 


D NO о (тита?) е (m/t), 


(а) = 13, а*-1р(а) oma), 


Yq 与 交互 素 时 ,由 于 
FTG, Duwi POOF, FEAT, p, 
KELOR RATA 


ET aen П, (p) p+ фор) rte) 
( 当 PIN 时 ,9) =0), RARR 3.13, 有 以 下 定理 ， 
定理 3.22 70) -$] colnet, DHEER 


FTO) ny HERARFER: РТ) =k f, W с(1) +0, 
са) =%(), E. 


423 338 BEREA- 


Жа” IQ Арт vp) wee) 
TERRAE). RZ, MRI RTT 


Ў едн" = П„@ = Cp) p+ vp) pet, 
M FIL One = CO f. 


$3.2 灶 浆 权 模 形式 空间 的 算 子 


Шул, 1, $ 

L, усэ(у, GP, 2)) 
TON) SIG rh pq, B 400), 400), AN) 分 别 表示 
TON), PCN), ГОМ) AEM ГЕВ, CCN), к/9), 
G(4 (N), 02), (200), к/2у 分 别 表示 AN), A(N) 和 
AN) ERM к/о КАЈ, кА, SN), 0/2), 
БСА 00), x/2), SAD), Kf2) 分 别 央 示 对 应 的 尖 形 式 子 空间 。 
设 4 为 @ 中 全 一 第 一 类 Fuchsian 子 群 ,gE G(4. x/2) 且 其 中 
至 少 有 一 个 届 于 8(4, x/ 罗 ， 与 整 权 模 形式 类 似 , 可 以 定义 了 与 9 
的 Petorsion 内 积 


Q, ф =, Da 07117999 idad, 


Rh Dy 4 йй Ж, 
вО) = (азаар, 
À 
# ACCA, 1[14:4/1< со, MERES, Oa =F, Das 
AN) HAN) 的 正规 子 群 。 任 一 5E Ao(N)， 可 以 对 应 
C(A), K/D LA АЕ 
& fafie FEGA), к/2), 
由 此 得 到 商 群 
AKNA ADINE) 


85. PEREAT iat 
在 G(4(CY)，x/23) 上 的 一 个 表示 。 (Z/NZ)* BERR, MAE 
EGAN), 1/2) 可 以 分 解 为 它 的 一 维 才 示 空 间 的 直 和 ， 因 而 我 
们 得 到 


G(A(N), «/2) = J GN, «/2, o), (3.2,1) 
这 里 o 跑 误 模 玉 的 偶 特 征 。 类 似 地 有 
S(A (N), к/2) =L LS (Y, кі, o), (8.2.2) 
we(A(N), 4/2), 20100), 1/2) 分 别 表示 SAN), к/2) 和 
SCAN), к) SAN), x,2 81 G(4(N), к/2) 中 的 正 交 补 
2518), e(N, «/2, o) ER SCN, «/2, EGN, к/2, о) Е 
交 补 空间 。 设 FE (7, «/2, 0), JESN, к/2, a), Hox 
of, HEE A (V), MJ 
o(d) CF, д) = РЕЛ, 9) = 7, ЕТ) 
=od (f, 9, 
d, Wy (Z/NZ)* PET, AMS, gy =0, BP f€ e(A(N), 
«/2), BRYA 
2(4(N), к/2) =L Jue, KA2，-) 。 (3.2.3) 
91383.23 ЛМ, 则 
e(4(N), K/2) =G@(A(N), к/2) Ne(4(M), к/2), 
证 明 ШЕ 504,00), к/2) cS (ACM), к/2), 显然 有 
GANY, 4/2) Ne (4 (AD), «/2) се (4100), к/2), 
由 于 u= [T CN) :TOM = [AC(N): 4GD1< >, 
设 
A = (J Aang, 
BA) T AN) 的 右 陪 集 分 解 。 任 取 Es(41(W), 4/2) R 
дє SGI), к/2), BH 


gf тае SCA), 6/2), 
因而 
0= у, gya FEKS, 0151940 
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= ell [£], Daan =, grav, 
(HEB. 1.B) SHAT EL к Ау, Fee 20400), к/2), 8 
+ 8(A (N), </2)Ce(a(M), к/@у, 

313.24 RNM, ó HRN RRE, 

e(N, к/2, о) =G (N, к/2, o) e (4 (M), «/2), 

证 明 由 (3.2.1)、(3.2.3) R33.28, 易 证 本 引 理 。 

引 理 3.25 H усе(4 (№), «/2, «EGLi(Z), ë= (e, 
pa) e @, m Ў], e e Ga GNdeto), к/2), 

ER gg 8.23, 可 知 fce(4(N det? a), x/2), 任 取 

gES(ICN dota), к/2), 
则 9111,68 (4(N dota), к/2), 
我 们 有 
FIEL Фла = Cf, g] 6717.) aÚ ay = 0, 

下 面 讨 论 举 整 权 模 形式 空间 上 的 几 个 算 子 ， 

(1) Hecke 算 子 

设 4 为 癌 的 第 一 类 fmchsian 子 群 ,EEC, 4 HEME 为 可 公 
度 , 于 是 

44 =) д, 
设 了 EG(4，k/2)， 定 义 
711444], = (dete) 5) F/Eos 
BR. J]T454]ve G(4 x/9), 

і г=Р(а), iac GLR), T aTa WAR, P E 
азга, i L, Tod RRP MBM. MEE G, 使 
P(E) =a, {Erer naa, hf P(&L(y) 8-1) =aya-1€ г, k 
BE (2), 使 

Layo’) =EL, ty), vEerna'Ta, 
BRAT КҮ!) Гага 到 了 = (z€ C| |:| =1) 的 网 态 映射 ， 
这 个 同 态 不 依赖 于 & 的 选取 。 


83.2 六 整 权 模 形式 空间 的 算 子 1% 
在 不 会 引起 混乱 的 情况 下 ,我 们 以 JI [4841 1038 
了 [464]。。 
з 3.26 Гре Mink, Д L(Ker(t)) = 202-148, 
如 果 [TT:Ker (t)] < оо, JJ 4 Ay E146 为 可 公 度 ， 当 
#@) (УЄГПат!Га) 
REH l 时 ,对 任 一 f€ GU, x/2), A 714847 =0, 
WA 若 YE Ke: 人 2, 则 
` L(Y)=é!L(aya!) ee an ede, 
BZ, L(y) € 47148, melee 4, 由 于 
P(EL(y)E") =аүос®, 
故 L@aya-1) = В10у)Е-1, 
(у) = 1, 所 以 证 得 了 (Ker(5)) = 46-148, 
由 上 述 ， 我 们 得 到 14:405714] = [T :Ker (0), H-P E 
EIAS Rj ara 的 同 构 ,同样 有 
[&-14ё:4[\&7148&] = [al Ta: Ker(t)], 
щ[Г:Кег(Ф#у] < оо 时 ,由 于 工 与 ara WA, 可 见 4 RENAE 
为 可 公 度 。 
HT Naa = LJ. Ker(t) б, Г=| (Г ñna-trayy, Ww Be 
集 分 解 , 则 
а= LBL ara) Ly) = Lav (4 NESE) Ly) 
因而 
464=[LJvdE.E(6oy)， (3.2.4) 
HF ELNA Ta, 所 以 
&1(б„) =L(ad,a)é{1, 1(6,.) 3, 
J EG, «/2), 我 们 有 
111444] = (detE) 1 x 了 | [ED(Ooy)] 


= (det £) Шр On) E FITERO.) =0, 


引 理 3.27 ”下列 三 条 件 互相 等 价 ， 
(D LI qa Pa) = 407148, 


adt таж BSE 
(2) WË ve rnatra, A L(aya') =EL), 
(8) PÈ 484 到 Tar {0 1-1 映射 。 
当 上 述 条 件 成 立时 ,454 =| JAE, 成 立 的 充 要 条 件 是 
Tap =(JT-P(é,), 
证 明 条 件 (1) 与 (2) 都 等 价 士 Ker(t) = Г patra, ЖД 
理 3.26 的 证 明 中 的 符号 ， 因 为 e941E T， 所 以 卫 将 (3.2. 务 式 
中 的 右 陪 集 ELOY) l 地 映射 为 右 陪 集 Tay,, 由 于 
Tar =| J,Tay, 
及 (3.2.4) 式 ,了 是 人 44 到 Tar 的 1 一 1 映射 的 充 要 条 件 是 
Ker(t) =T Natra, 
即 条 件 (3) 与 条 件 (1} 和 (3) 等 价 。 当 条 件 (3) 成 宝 时 , 易 见 
254 =\_)4®„ 
成 立 的 充 要 条 件 是 TaT =| PPE), 
&4=4(N) (410), T= Tol 六)。 RS 


“m 
U.) 
m. n HERR. Ж &= (z, t/m € ё, эң ye To(4) 时 , 令 
У" = (у, Ўр, 2), 


9 0 erna-tr 
pad = aia, 
# у É a) n » 
ШЕН 


(ayaty* = { ayat, ez! (2) cone + аи} 


ант), 


83.3 РЕ 


NW y> (TP ) 就 是 上 面 折 讨论 的 瑞 射 s (2) 不 但 为 1 
时 ,对 任 一 f€ @(4, x/9), Ж f [484] =0, 

以 x жн (=), 

引 理 3.28 em ERs IN, Hat (T) тит 


AT. Ф4=4(У)у, а= ( ! „)® E= (а, тие ё. 4641 
HAM, x/2, ау АӨО, к/9, 0’), Hipa zog tH 
SCH, к/2, оу е0, к/2, а) ЯВКА S (N, к/2, or) me (N, 
к/2, а). RH 

FO) =) emee GUY, x/2, а), 
[| Саба] 5) atma)e (na), 


Шад i fe GN, x/2, o), BU 
#=/114,&А]є G, к/2),„ 


fa bA PCmy 
tm ro о јени), 
АЎ У |0, wider", 620271, ШТ 
a(s bm? г 
атат 0 m b Je (N), 
ири, 
corr (9). 
出 于 64,01 = 2471-41, 
Ж 


MEA MON = 484, = dhebh = Ayes, А841, 
我 们 有 
gli] =F (464,]-16] = 761-1424] 


=o (2). 


186 S35 айт , 
BON) PETRY, 总 可 找到 TN) 中 的 元 素 B, 使 By' e 
Гут), HEGEL ATG Ж mN К. ARENT 
ge Q(N, к/2, o), 

9 在 尖 点 的 信和 是 了 在 尖 点 的 : 值 的 线性 组 合 ( 见 84.2)， 所 以 
14,64] HEW, к/2, о) RASON, x/2, œ), É feed, 
x/2, ©), Ш 3.24, 可 知道 fe e(4 (nN), к/®у, FEM gre 
S(A(N), к/2), ARSA 3.12( 在 六 整 权 情况 下 也 成 立 ) ,有 

“g, 9 =F. #'114\454\]у =0, 
内 为 #'|Т4&4]є S(4(mN), к/2), 
ЖОдЄ s(4(N), x/2), Br 114 64,138 G (N, x/2, o) ВАЛ s (N, 
к/2,0'), 

MTN), 91813.19, 有 


пау р b 
= o at “(0 i} 


5 
* ”-{ ajenna "Га, 
| fa bet r. 
w ауе m а jel 


由 于 8e ICN), рїш Cayat ey E, 143.21 可 得 
в 1 byt 
а 0) af 0 1) . 
BIO =) a(nye(na)€ GaN, x/2, e), Wl 
m 1 b\* 
FUE] тч Sy у Е ) | 
21 0 1 


=m S ¢( 240) 


at m 


=m Š) a(n)e(na/m) $! e(nb/m) 
fall кї 
=) а(өт)е(пгу, 
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3183.29 ik, n 为 平方 整数 ， 
“i \ g(t \ 
eh m) a-( а) 
&= (0, m), = (8, п), 
# (т, n) =1 тј", 4 AN), ANH AN) 中 任 一 个 ， 
则 
AEA. dyd = 2234 = And. ABA, 
证 明 记 工 = 了 (4)， 由 定理 3.20 及 引 理 3.8 和 3.17， 可 得 
ГаГ-ГВГ =ГоВг = ГВГ.Гаг, 
ToL =| Po, ГВГ=| ЈГ8,, TaBT =| Jier те 是 平方 整数 ， 
31813.27 及 其 后 的 说 明 , 我 们 有 
АБА = ЈАР (оа), And =L JAP (By), 4604 =| JAP (ex), 
存在 唯一 的 (6 3) ETa = 了 Tap， 央 而 也 就 存在 唯一 的 (4, j), 
使 AP (aR) = 251, 证 得 所 需 结论 。 7 
1 
gnata] етно, за 
T = ГОЛ), 4 = A(N), А, = A(N). 
Ж rarosa, WIT AA =l dEn HE. = Р(а,), 在 
GN, x/2, 0) БЕХА Tr, (т), 
РТУ „ту = те So (ay) 5,1» 


а, 


apa (а 小 不 难 验证 ,ZX,。(m)》 和 [484] 在 G(N， 


к/2, ©) ЕЕ Bei, ТУ (т) WS (n, x/2, o) MEN, 
kx/2 ORAL. 
定理 3.30 ip 为 素数 ， 


FÈ a@)e(nz) € GN, к/®, o), 
4 FIPS (p = S) в) ев), 
则 


іза TIE RAVER г 


b(n) = aC pn) +0 (p) (7 piace) 
talp) p aln p), 8.2.5) 
St А=(к-1)/9, а= (Суза нива, pHa, 
a(n/ руи AZ, 
证 明 4 рУ аў, ш ЗГ 03.26 649 80%) = (p). VE 


1 
PEN, Е „в PY), СЕЎ] p p ARTEA 


ГГ 关于 D MRA 


1 1 b 
| el 小 < 
(р AY ft oy: 
ъ= (з i} р 
p h 
x{ Fy 小 O<ch<p, 


p: р -tyi \ pa t 
А ау 
JUD MED, 选择 7、s, {орт tek =, feo me d, E 
рё+її =1, 设 ?.6E To, 定义 上 (Ya0) =ү^&0*, 918 8.27, 
这 是 Fixro 到 40640 1—1 Ra, Н. (ао) (0<b< py), ECA) 
(O<h< р) L(o) 为 A084o 关 于 人 0 的 右 陪 集 分 解 的 代表 系 ， 通 
过 计算 得 到 


Lia) = tas, Р}, 
Dea) = 人 es ер =>} 
140) = 10, p, 
所 以 
PITY.) = pR FL) 
жог ШМБ] tO FIELE), (8.2.6) 


83.2 жни 
代入 了 的 展开 式 得 到 
р У) на] = per (+d) Lp) ge 
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=2 Salnye(nz/p°) "Ж o(bn/p*) 
and л 


=) (pape (ne) os 
以 及 
PER S = СУ) (+) 
= р hes a¢aye (aa) E (2) (>) 
(SEC) юнә. аз 
这 里 利用 了 
-1 
5i (52) ==, p 
最 后 


резу Шор = pS аба)е (оре). (8.2.9) 


将 (3.2.7).(3.2.8).(3.2.9) 代 入 (3.2,6)， 即 证 得 结论 。 
(2) 平移 算 于 
Hon WER, SEGN, x/2, o), 定义 平移 算 子 (т), 
FIV бт) = Рота), 
命题 3.31 137600, к/2, o), MM 
FIV mye G@(mN, к/2, хь), 
% FE 8(N, x/2, шуй f€ є(М, x/2, oa) 时 , 则 相应 地 有 
fIV Gn) € S(mN, к/2, охь) 
或 fiVim) € e(mN, к/2, ахь), 


证 明 es 1)" т), BM. 


FIV (m) =m“ y] [6], 
fe 
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а b 
у -( Je Tym), 
ce d 


AF 
jm А 
а ¿Jena 
所 以 
bm\* 
rela a) dh (eh 
щш 


FID =o (F), 
AM FIV (m) € GMN, x/2, Om) (FIV Gn) 在 Гост) HIRA 
SHEA EID). 3 fe S(N, к/2, о), BON FIV Om) 在 一 
个 类 点 的 值 是 了 在 某 一 拓 点 的 值 , 故 
FIYON) € SAN, к/2, ахь). 
RB JEEN, «/2, о), Wj FEEN), к/2), {Е g€ 
S(A@N), к/2), 则 因 g| EJES (40), x/2), K 
«У фт), Damm =m "ACF, g| [8° лое = 9, 
Ут) € e(4(mN), к/2), 81918.24, 可 知 
FIV € e(mÑ, к/2, oxm). 
(3) 对 称 算 子 
设 正 整数 @ 为 的 因子 , QA М/О TH, RBH uo, 使 
sQ +uN/Q = 1, 


则 р Q p JEE TON OTE. 即 


Q Q -IT 
(uy 2) ма „у >) = (N), 
м0 时 , 令 


roA aketa sY 


893 шеги EE 1" 
Q 1) UUNO o 
[s a) бохо 2+0) al, 
(sasa (2882 -)=1), 94190, = 
f 


W(Q)= | Q т"), асве (е у 


"(шу a? Om/AQW (uN 12+ т)! |. 

W (Q): наж, 它 的 定义 与 以 "的 选取 有 关 ， 我 们 有 下 述 合 
8, 

命题 3.32 久 的 定义 如 上 。 设 

f€ G(N, «/2, @), @=a,0,, 

фото, Д OA N /Q 的 特征 , 则 9 = СИ (CQ) aa 
Fu, о ЖӨ, В. g€ O(N, к/2, Do). AR, FTW (О) 
AE SCN, x/2, 0) MeCN, к/2, ©) WA GN, к/2, 19.0) Al 
E(N, к,2, @®хо). 

WEAR 仅 考 感 日 为 奇数 的 情况 , 当 41Q@ 时 ,证 明 是 类 似 的 。 
Euu MIE 8 +u N/Q=1, W 


( 中 oj (ыо a) 
qC aa) E ау 1)" 


WL g RES u, оа, 
9 "u b; T(N) E a= Q -1 
eral а) ol уд = ү „ул 


_{% b Q -h "j Q -lyt 
oa ne (uy vQ \uN о wa) eno, 
通过 计算 可 知 
do=auN/Q + duN + co + doQ, 
利用 uwN/Q +00 =1 Radel (N), 可 得 


2 第 3 堂 AMOR 


буза (4Q) Ж dzd (N/Q), 


ауа = ( 


| ay b Q 
\ 0/0 do } 


所 以 
W(Q)>*W(Q)" 


ЕЕЕ 

-人 М („ль (38) авонон 

Q 

me {i Є do “站 

ASRORI 
gly" = FILW (Qyy*J —oxo(da)g = B,@sxo (d)g, 

WM ge GCN, к/2, roxo). BE [W (Q)1 将 SCN, x/2, 
©) ASN, x/2, алозха). RIH 33.24 913.25 可 证 


LH CQ) e (W, к/9, Фуд А, CCN, x/2, доз), 
5 N= Q EF 


W i N N eN (uz „су! 
oN 4 шу oN re) | 
-1 
ally“ wou 


通常 我 们 取 wani y 5, min, 容易 验证 
ОРФ), 

(4) RET 

BFE) =Š) alpe(nsye GW, к/0, 0), PEY йт 
原 特 征 ,定义 
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А) “ha Ф(и) f (z+ u/m) 


=$ Фет) B(nja(nye (ња), 
Ф 3.83 Bs WOMB, LEG IN, к/9, of), 其 中 
N* ж N. sm, din f m: 的 最 小 公 代数。 当 SES, к/9, оу 
fes(N, x/2, 9) 时 ,相应 地 有 he ВСУ", «/2, оуу he eN", 
к/®, ey), 
证 明 ФУу-[ © Jena 及 
ew a foo 
a =a+cuN*}m, 
b= b4 du —ad)/m ~ oda N * /m2, 
=d- cd2u N * jm, 
a Wd 都 是 整数 。 容 易 验 证 
[1 um ае BML Фит 
бо чур ae) o Eh 
BAT 
eee a (G, 
Ж-а Ж mN”, 4m] N*, 因此 
i 1 мт a 
aS zwi А ү ЗЯ 
_ = (1 Фит 
=o) Foal i aq] 
=oyt(d)g, 
这 里 利用 了 зт", АНБАР н 3.32 得 证 。 
(5) EAF 
Л) = а(куебш)є G(N, «/2,0), E RNM H, 
СН) CG) = FEB = 21 абе), 


134 Boe WO At Y 
a b 
车 ?= с d ETN), 由 于 


соо) =F (292) 


=a (dex (Sp) e+ DFD, 
WIL f |H e GN, x/2, а), % f€ S(N, x/2, o) mt, 97, 
flH e S(N, к/2, б), 
又 车 f€ CN, x/9, о), EM JESN, x/9, в), WF g| He 
S(N, x/2, о), W 
«ІН, p = Çf, gi =0, 
即 f|Hee(N, x/2, а), SHLAA ЛЕЙ =» -了 将 P (N) WE 
38228 P (N) дЫ, 
命题 3.33 3 fe G(N, x/2, о), 我 们 有 
(ЛҮ (my) Т (DD = (f! TE Ср) Vm), # pim, 
CFE) | PX s(n) = CITY. 1B, 
GWD TS „(ФУ 
=p) (FITS „(р)) |D D1, Ф PEN, 
证 明 WAT KARAT V (т) MAME (8.2.5) 
式 即 可 得 到 。 出 (3.2.6) 式 我 们 有 
FW ND | Plane (2) {EW OI 


= pS LWW 


+a (FE, HOPE)” a) 


абрэ NEW (NY), (3.2.10) 
waft 0) -(° 1) аа a 
ww а={ ph Bly o MAF BoB =o, BA 


W UN) Саур (N)! =L(o), 
>: 
ае ¿Jene AARE 
c 


{зз фуд 
СЧ) 
д = тоу, -( N i} Yis YE PO (N), 
MJ 
WLW N+ =W LOD 
xW(N)L(a)W (N) W WY) LGW N) 
L rrasa N 
= 工 (868 fı, G (3.2.11) 
当 pbb Ву, IH 3. 与 {И apts bN =l, 这 时 
p 0 ge iyli -t 
-1 = = 
sarie Tar (av oho ph 


Щ bse0, p|b it, WER SY, Esp + VON = p(b< p), 


这 时 
a fP 0 /2 Hyr -HN 
аё (oe (tip „8 pF 


р (0<A< p), IWER з”, HE spe VAN =1， 这 时 
afr OV fp wl -wp 
Ки ae в) "(а ое Га ) 
利用 (3.2.11) 式 , (3.2.10) 式 右 端 化 为 
во) + ар) $ FIED] 
rH 
+8(ю) 22 FILER) + 22 fllL(a)1] 
vi 


+8(p2) f [ELCa0)]) =6(p2) FTE e). 
(6) 迹 算 子 
设 素数 po PRA N /4, Зр ГОСУ) у ГОСУ ра) Ву RE, 记 其 
指数 为 L。 设 


г/т) =- Pals 
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HAF 


ç d 
ГЫРТ POM УЙНЫ ЗУМ, Ë fe G(N, 1/2, o), 
BBUF Бо), 
FIS о) =Š) ota) FLAN, 
ня АЭА, Ho WN ps WEL (Wot 
ERR N/ po 的 特征 ), 则 FISO) E GOV/po, 8/2, о), 又 车 
f€ @(N/ps 1/2, о), 


b 
其 中 А е Ty(N/ ро) 


m FiS o) =ef, 
命题 3.34 W fe G(N, к/2, о), o RR N/p 可 定义 的 ， 
BR p SN BR, Hl 
СРВ е) TIR) = FLEE oP) [87 (@), 
证 明 必要 时 在 А, 的 左边 乘 一 个 ГС) BT, 可 假设 ple 
(je) (对 任意 两 个 整数 4&6, 都 可 找到 两 个 开 素 的 整数 s.s, 
使 P36+te, BN |в), А 


ef рн 


设 Госу) ёг) = ЈС) бан (me LÁ (Y), 
对 任 一 和 我 们 有 


А ш bp 

Soca paneer -seo Zotan “ Jar, 

Fi m= esp? dy 
(8.2.12) 


ИЛЧЕ R j VOII), 将 存在 yE TAN), 使 


1 a I à 1\1 1 
ЕЕК; 
р Р р) р 


As (’ Pus бү? 


则 


因而 


93.2 PARR ec рї 


1 1\1 И 
( „№ „| TAARE тийш. 


又 由 于 yE P (N), 所 以 


C №. p) © оо, 


这 与 A, НА, ТАНА Гос). BILL 


£ у 4,(! >} Ijen} 


是 Po(Y/2o) 关 于 Po(W) 的 右 陪 集 分 解 的 代表 系 , 因此 


b 2 
(лк ч) 
1 3 2 


也 是 ГСМ po) 关于 P (NU Н BORER, H (8.2.12) 
式 即 可 证 得 本 命题 。 
EGW, «/2, 9) 上 定义 算 闻 Slo) =8(@, N, ро); 
SB(@) = pie IW (NYS! (дуу [W CN/ po)1. 
ET S(o) RIE BAF 了 (2o) 的 作用 ,只 体 地 说 ,我 们 有 ， 
命题 3.35 Hox, BRN / po 可 定义 的 , 则 
(D HF 8(о)ж G(N, к/9, kA GN / po 1/2, 4p). 
@) ту p RH, f€ GN, x/2, а), W 
718(®, N, р) = f|8(@, т, po). 
(3) 当 pN М, fe GU, к/®, о), W 
ISOD T , Cp") = (S ITR aC) 18 о). 
(4) Be GEG(N/po, к/2, ox,), 117 (ра) Є AN, к/2, 
o), H 
(917 (ро) 1600, N, pa) =g. 
(5) 设 p WHR, Ар, p= po, охь BAR N/p 可 定义 的 。 
gE 9(№/р, к/®, ох„у, WJ 
(Ф|У(р))|8 0, N, po) = (715 (0х, Ñ /p, Po)) |У Ср). 
证 明 Y oxp MLN / po PEI, Gy = ӘХ „Харь, 也 是 模 
N /p 可 定义 的 ,由 命题 3.32 ФП). 8 


138 B82 Ыйдын 


“ 6 N 
(F JETON, 
Норт, 由 于 
mon 


Be 
N 2) W (nN [po) 

/ b * 

= (ml, DRO in Й W(N/p), 


可 见 (2) 成 立 。 当 РЕА 时 ， 出 命题 3.33 及 3. 34 证 得 (3)， 今 证 
(0), 由 于 


Q ° 小 pH РОМ) = (ol, DVO /ps), 
所 以 

(91И Сра)) [IW (N)]= apg i LW ON/ pòl. 
AA gW (N/ pole GN / po, к/2, Oxy), CHEWS’ Gra) {Е 
用 下 不 变 , 叉 由 于 [WCN/gpo)]? ЖН ЖЛЕ HR, BELA (4) Ёз. Ж 
(5), RAH 4pp lN, Oxy, BN /ppo 可 定义 的 ,出 于 


[yan = tr, wanum, 


Рв) waard? р) в), 
及 ала = Фу» Улге› 所 以 (5) 成 立 。 


83.3 模 形式 的 Zeta 函数 及 其 函数 方程 
BAO =D еб) бае) РОТ, к/9, 0), BLE 
fig Zeta p Ж 
Ls, P= Beinn, sco, 


ЖИЕ Lo, fy NE ЯЕ НТ Н AN E, 
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命题 3.36 BSO = s(m)g"€ GN, x/2, 0), WEER 
ЖА, HIF (| <Alm(e)-"* (z€ H)B. co(n) =Otno 
证 明 设 s=4/e 为 TACN) 的 任 一 尖 点 , 取 


-tesu 
o5 а) (2), 


使 p(s) =*co。 由 整 模 形 式 的 定义 ，F(o-1(2))(oz+a) а= 
4ee 全 纯 , 因而 


lim f (#5 b a tee +a)” he =lim(- et) F(T +8) 


是 一 个 常数 。 在 附近 存在 常数 A, g 
[FLSA z- s [tA о) "Z, 
出 于 TOONE ев, DEUTEN А, 使 
tf) <А о)" 
对 任 一 zE 及 成 立 ， 我 们 有 


«бу = gif ОТ 


其 中 积分 围 道 取 为 19| =r. JMRImG)=1/(2ç0), HBRy= et 
因而 


По [ECL CD 


命题 3.37 设 f(s) =3) ве(в)у"є SCN, «/2, ©), WEEK 


ЖА, EIS «АТ 942 H), Bel) = O(n"), 

证 明 SAG) = 了 (2)Im(z)”%， 对 任 一 PE P (N), 有 

(yG) =h(2). 

设 s ТСМ), Beoc SL,(Z), 使 2(3) =ico。 由 尖 形 式 
的 定义 ， 我 们 有 A (971 (@)) >0(Im zco), Бүр Ке) 22 93888 B| 
To()\ 吾 * 上 的 连续 函数 ， 它 是 有 界 函 数 。 其 余部 分 的 证 明 类 似 
于 命题 3.36. 

对 于 术 为 整数 的 模 形式 ,命题 3.36 和 3.37 显然 记 成 立 ,只 
要 以 站 代替 к/2, 以 任 -- 第 一 类 Fuchsian BRE P (N), БИ 


ш юзе варанай 
两 命 帮 也 成 立 ， 这 里 给 出 葛 个 计 是 绞 灯 的 ， 不 过 已 经 可 以 油 足 我 
WER. A WRB, э 无 平方 因子 时 ， 有 cn Km E> 
为 任意 小 的 正 数 ， 这 就 是 著名 K Ramanujan 猜想 ， 司 来 为 
Deligno® 记 证 明 。 关 于 半 整 权 的 情况 ， 了 五 . Twanicem 证 明了 当 
K>5, љу, 有 e (n) Све gu ру Ramanujan FF 
想 应 有 CCn) Karit, 
Ë 了) =$} ores, x/2, o), 形式 地 计算 , 我 们 有 
| (ш) = 00) yds = ee] tasas 
= (2m) r (s)L(s, f). (8.3.1) 
TUES LATE, ЭИ К, RATA ТОЛЯ, 
定理 4.38 RSG =D) cmc GCN, к/9, о), 2 


Les, f= Benn, 

Rs, f) = (2x) WME OTS, 7), 
MD Re(s) >21+к/2 8}, Lo, f) ХИ. BG, PYM DE 
Э ЗРЕНИЯ, е = 0 和 s =к/9 为 可 能 的 一 阶 极 
点 , 留 数 分 别 为 6(0) 和 0)N-“ 其 中 5(0) 为 FID (AD) 在 
боо 的 展开 式 的 常数 项 。 刀 (s，j 有 函数 方程 

RG, f) =R(x/2-s, FIV NY), 

证 明 M No(s) >1+ к/2 at, py @1Ш 5.36 п[ (з, fy sett 

WAR. фе ЫЕ ЗИ ТЕЖ, RIA 

| uran -oo 

<А | 2298-1490 (E>00), 
J, 


Hp AA i, 2 
g= FLW N] = No eaf 1/(ne)) 
=} К»), 


фаз RERAN Zeta BARRE 1а 
当 Re(s) >1 +x/2 Bf, 
о -ec0 му 


= | ge/ 8) -oo | (e. +0, 


由 于 e(n) = O(a*2), 
23 Уе 时 ， 


Hom) erm 


кк 
КОБО УОТ 
给 定 任意 小 的 > 册 т>0, 存在 充分 大 的 对 ,使 
анор 
三 习作 ea 


= (2a) =T 0) У) Jefa) аео (Re(s) =0), 


因而 
[ewer ву ео) |7 оноу 
= Jim || (уй) - ey way 


Ўро | ors idy |<". 
这 证 明了 (3.3. 1 是 成 立 的 。 
ФА= Ле, 我们 有 
EGON - ууулу 


= [О-уу dy ГОРО) = e(0))e "tay, 
8.3.2) 
第 一 个 积分 在 Ro(s) >1 +n /2 RTA, BARAER 
SEKA, ASP BU MEER LN), 得 


142 ABE 模 形式 空间 的 算 子 
foo Gan -et0) y-ray 
= [ery 2g Gin) = e(0)) Nyy 


= Wess "(gG -BOO yer ty 


_ б) 00) 
Эк Cs) i? 


(3.3.3) 式 中 的 积分 对 任意 的 8 ҖЫЙ Ж, Wg (3.3.3) 式 代 入 
(3.3.2) 038 


до, рухе бр) = e0) aty 


(8.3.3) 


Neea f” (glay) -b 0) ye tay 


0(0) __ (0) 
— (3.3.4) 


AAR, f) TIEMS е БАЕ, Ц з= 0 з= к/2 
为 两 个 可 能 的 一 阶 极 点 , 留 数 分 别 为 一 "(0) 和 000). А 
fag VOD 
CSA PRS S g 的 位 置 ,可 得 
Rw /2 8, g) = N [7 дід) ~ (0) gerdy 


+” CG) — 0(0)) су 
. 
500) 
78-5 
AEM 3.38 sf, (s, 了) 仅 可 能 以 =#/2 为 一 附 极 点 M 
BA (r NAT Ge/ 约 -46(0)。 几 于 了 8) 以 <=0 为 一 阶 极 
ROMEA l, HALO, f) = -е(0). 
RPE =Z EGN, t, фу (Е), BAEK 


3⁄ p, f) Носко WF ТУ (р) MAE BH, B. e(1) =1, ЩЖ 
理 3.22, 有 


-20 не, у). 


$3.3 ERN) Zeta Н Fri мз 
LG, Ў) = П. отр p) т 128) A, (8.8.5) 
жж Le, f) Wm a k n. MPERA, ГЫШ 
ж, 
引 理 8.39 设 1 ЕВ, 了 为 素数 ， 
OÈ cme GW, к/9, ө), 
EAE TI a (PO HE DL ATER EAE N. B p| ARR pti, 
M 
(D) о) =е(р® +o, (9) (1) POs 
(2) Ane ( pend) = o (p+) +0; (pt) pr PoC pt) (m >0), 
S enets aeee) 
一 ү ү 7s 2) yi Bata — 
х(1-о0р) (ув) арт есир), 
其 中 ®=(к-1)/9, а охе, 
证 明 ”中 定 理 3.30 SITP uf, Жо Hp DR, T 
得 
оби?) = орч) налр) вео бн), 人 
pelipat) = o (Ep tnt) 
жару pesen) >0) (a) 
CROLL Saas 


#H,(a) = 2, e(m2g2myam, 


HE Cm) ҖЕ т, Снн) ТЕ", 然后 和 加 ,得 到 
X SH „(у = Н„(ж)— e (Int) 


totp) (2) ретонде ор) pese, 


Н.а) = e(int)(1-0(P) Ge) 


144 PIR MAS 
x (= hy ep) prota) і, 
RA еба D FL Cpa, 故 引 理 3.39 成 立 。 
由 引 再 8.39 BUTTER FEE 
定理 .机 B/E) = (o GUY, к/9, о), HAT 
素数 ? BIOTA) MFO. Wt HEB, APA 
+, BN 338, 1 
Been" = eT (1- orp) (jer) 
x (Lapp жар?) р"), (3.3.6) 
(8.3.6) 式 的 分 母 部 分 恰 与 (3.3.5) 式 类 似 GR ек1, фе 
©), £ 
Абук ПА р to p) prety 
及 
FG) sÈ Aamo 
Shimura!) 证 明了 当 fG) € S(N, к/2, фу, >83 时 , FOME 
适当 的 常 数 项 后 属于 GO, x-1, o), XE N TRA N/2 (N 
8.Niwat0 和 再.Kojimal)。 而 当 k>>5 B$, F' G) 8 SCN' к 
10%), AFE) AYE, ЖО Shinra 提升 。 这 是 权 为 半 整数 
的 模 形 式 理论 的 一 个 重要 结果 ， 


баж 


AAKA Wy Eisenstein 级 数 


§4.1 老 形式 和 新 形式 


今后 在 不 会 引起 混乱 的 铺 况 下 ， 我 们 将 GUY, «/2, о) 上 的 
Hecke Ў ТУ (р) WINT, WIEG, «/2, o), 对 
SLY RAW ARP, f PET Tp) ARIE К. ЗЕЛЕ N/A 
一 个 崇 因 子 p, бод Мур 可 定义 的 , B. f €e G(N/p, к/?, о) 
或 ox, ЖАЙ М/р 可 定义 的 ， 且 存在 9EG(NVp，r/2，oxp)， 使 
F=giV (p), SMBS ALBA, GW, x/2, o) зщ BBR 
RETELA GN, к/2, о), ХФ РЄ, x/2, o), f 
是 几乎 所 有 的 算 子 T (pa) А, B f AN. OM, ку2, 
oJ， 这 时 称 了 为 新 形式 。 

引 理 4.1 MAT VO) (GJS ИСО) LW ND) 
GCN, к/2, о) >G(N, x/2, ox) WRAT H, G (N, x/2, o) 
007, x/2, 万) 将 洗 形 式 变 为 苦 形 式 , 新 形式 变 为 新 形式 。 

证 明 {143.393 4 WMH T (p°) ARE ОКУ 
本 征 聊 数 。 如 果 了 是 上 而 定义 的 第 一 类 着 形式 ， 即 了 E GCN /p, 
к/2, o), W 

FWN) =p% [WN /p)) (V (р), 
f W NM) BRIE BA 38 f RPI RE BR, РРО), 
g€ G(N/p, к/2, ох,), W 
f WW) р gl WON /p) EG(N/p, K/2, оха) 
EM -RZBR, BD W (W)83 365 ЖИК. BARE 
形式 映 为 老 形式 。 HPV AD 都 是 和 等 变 澳 ， 所 以 它们 
亦 将 新 形式 映 为 新 形式 。 


146 тат WA EM Eisenstein 代数 

384.2 BME GMC, 1/2, ө) JE JU T AI Hooke WT- 
TCP) ARR AE RC, WLS AEN ABLE N СА, -个 
AN MED ROM, 22, Ob PHB 9, ë à 5 Ж 
JUBA Нооке WE T (POT ШЕЕ. 

证 明 ANBHARR: CN, 1/2, оу ыу, 其 中 
每 个 所 是 几乎 所 有 的 Неке BF T WEEE BARH 
Ag me Ур, ЖР лк АЕРУ, Аас А а 
合 在 这 个 线性 组 合 中 出 现 的 SBS ВЕР СрО ARE 
数 , 它们 一 定员 有 相同 的 本 征 什 。 由 对 方 的 归纳 法 即 得 证 

384.2 设 了 为 素数 ， 

$ =Ñ alele) 
HON, 1/2, зу PMR 36, R. n ЖЖ p RRRA (б 
=0, Шр ЖУА, өх, 2 N/p 可 定义 的 , 且 ГРС), 
Hh gEG(N/p, к/2, Oxo), 
证 明 + 
00) FED = Žane sprs AE уре, 
(4.1.1) 


HINA, WEN =N/p, BW EN =N, Ф 
b 
r a, 9-1 ajeran alr}. 
b bja 
aa.(* Jena, р), Mi a(s етс), ж 
们 有 有 


1 
|" ) pi fate а, поза Í ) pm } 
p l pi 


因而 


#|А* =o (0х0), (4.1.2) 


Til 1, 
талда» ||, а нето тн тодо p 
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1 1l; 

Zo aj 

BERN WEL, ТИШ, 一 定 存在 整数 “与 %, adsl (N), 
fi oxala) ox (d) +1, Ж 


fa 6 
В=\ , era, 


BAVA g= GiB (B)*] sox, (ox (g g HIER, KK A 
ВЕ. ох, BN 可 定义 时 ， 一 定 有 p|N/4, BN’ = ур, R. 
WW GEG(N/p, к/2, Oxy), 

引 理 4.3 刻 划 了 第 二 类 老 形式 的 特征 , 当 了 为 尖 形 式 时 对 应 
的 9 亦 为 尖 形 式 。 

命题 4.4 їй, 

f= > а(п)е(м) CGN, x/2, o), 
且 当 Bm EH, 都 有 a (a) =0, 则 
Ј= УЛУ), fic G(N/p, к/2, оу), 

n ek p Ba m i N/4 MAB, Box Вур 可 定义 。 当 
FARK, 户 亦 可 取 为 尖 形 式 。 当 了 是 几乎 所 有 的 Jiecke Y£ 
+ Тр) ATER, Jf, TS TBH JU3P Bi 有 BJ Hecke £ T 
T (p*) б) Ae Ж, 且 与 具有 相同 的 本 征 什 。 

ER SIDA B m oR Jr f. онт PRAT. m r= 
8 时， 了 = 0 命题 显然 成 立 。 当 = 1 时 ， 该 命题 即 为 引 理 4.3。 
Wr BAW, т = рото, Жр, ELET K(p) = 
1-7(р, руу ср), Тр, Np) Ж Q(pN, к/2, ө) Б 
Hecke 算 子 Т", (2)。 由 引 理 3.28 & 3.31, 可 知 

了 | 天 (2) = > (аба) е(вг) Є G(p°N, к/2, о), 

所 以 我 们 有 

h= > ameme) =F H K(p) ERMIN, к/2, 0), 


Саала) =1 
# h =0, J) mo 代替 m, 出 归纳 假设 , Re, А0, 
H (n, mo) =1, ао) +0 BJ, — A poln, ШО 4.3, 在 在 


生成 , С. АЄ To(CN HRY, OX—— 


м8 Жай эуе Eisensteia 红 数 


Ф. € (түр, к/2, охь), E h= goi V (Po), B охь, т 
Po A. HMM po N/4, Н охь, N/p 可 定义 。 我 们 有 


F-h=f~ а) = 3) Беде), 


当 (m, mo) =1 Bt, b(0) =0, 利用 归纳 假设 , 我 们 有 
f-gə, VO) = 19|), 
Жер p йи то WAT, Hox, ттр 可 定义 。 将 §3.2 中 定 
XING S(o)=S(o, N, po) PAPER, PH 8.85 得 到 
f\S(@) -In = 210 [S (0л, mIN/p, ра) V (p), 
WF, = 718(0), CRT G@(N/,, к/9, өх), LB 
Жы] (р) = Bene ы), 


由 上 式 可 知 , fol V (рә) — 9%, V (Po) MRA REES (n, ma) 
Alig e(n2) BL, BRM (п, ma) = 工时 ， 有 elm) =a(n), FEY 
(п, mo) =l Ri, f fo (po) Ë ебъ) 项 的 系数 为 零 。 应 用 归纳 
假设 ， 得 到 所 要 证 的 f 的 分 解 式 ， 命 题 中 其 余 的 结论 也 可 应 用 归 
商法 及 命题 3,35 ШЕН}, 

推论 4.5 命题 4.4 中 的 了 如果 是 几乎 所 有 的 Hecke 算 子 
T (p) MARE BS Bes W) f RF Ч, к/8, o), 


84.2“ 模 形式 在 尖 点 的 值 


i f @) € Q(N, x/2, ©), 5=0/0 6га), & 
_ f. b \ 
2 а) 
在 := too KF е(2) 的 Fourier ВОЛОГА Hs 
的 值 , 记 作 下 (7 в), SF CSN, к/2, 0) 时 ,在 所有 尖 点 的 信 
都 是 零 ， ERA 3 的 值 与 的 选取 无 关 , 且 当 c0 时 有 
Vf, s) slim РСС) / Coz +a)) (ez + a) = 


ESL(Z), W o(s) = ёоо, 70071, (озо) 
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slim 7(- e1(ez+ a)” + do" (az +a)" 


slim(— er) f(r +de), (4.2.1) 
23 8=1/N 时 ， 
Vif, s) =V(f, ёоо) =lim f(s), 
引 理 4.8 УСО, к/2, 0), RÄ з = @/с, 5 в, = d,/o, 
为 Do) i, Bl ty fE 


a b ret 
И a Jena, 


i 
PS 

使 p(81) = s; Ml 

Vf, ss) = exe GD; V (f, 81), 
证 明 令 
2 И ¿Jese 及 mi=pap， 
-% Ф 

由 于 071052) = 81, TA бү = — ed, нас, d, =dd, - ben 因此 


а b 
a a ) Se), 


е 与 ca Е, 故 
tor, (2+) = fol, (— on pa) Ay 
x {р:!, (Cx + a) 
所 以 
FILS Ceta) 9) =е(ау(-®\вгу1[{рг\, 


(с + а) У] = (4) х. (Ф) esf Lor, (ata), 
得 到 所 需 结 论 。 
引 理 4.7 TEGN, ку2, о), s=d/e J P (N) 的 尖 点 
BN Jo, MVS, в) =) х,а) едт, боо), 
证 明 ”这 是 引 理 .6 的 特例 , ДИ з= 5, s. = too, 


by 
o-(" enam 
- d} 


160 жег BT Eat an) Eisenstein И 
即 可 。 

олм, igle)=4((c, М/с), Wido =s 
ала) (Z/C, 到 /9)2 ”的 一 个 完全 代 定义 尖 点 集 

S(N)= (d,/e|e| N, 1<% 

它 是 T (N) КНК ЕЖ, HIME 可 知 ,， 了 在 
8(N) 中 各 点 的 值 次 定 了 它 在 所 有 尖 点 的 值 。 

引 理 4.8 Ф 


OG) = $ on), 
MOAT @(4, 1/2, id), BV (Ө, 1/4)=1, V0, 1/2) =0, 
Vo, 1) = (1-4%), 

证 明 ”由 于 定理 1.4， 我 们 仅 需 证 明 6 在 SC4) =l, 1/9, 
4 中 各 尖 点 是 金 纯 的 ， 现 在 我 们 来 计算 9 在 这 些 尖 点 的 值 ， 如 
果 这 些 值 都 是 大限 的 , 则 .上 述 结论 显然 也 就 成 立 了 。 

ORDER, BRAVO, боо) = (Ө, 1/40) =1, H 
《1.1.2) 式 可 得 

8(-1/(4))у = ( —2iz2)12 .0G2), (4.2.9) 
иш 
V6, 1) =lim( —z)!20(z + 1) 
= 
=lim(26) -M0( ~ 1/(4r)) = (1- й) 2, 
2+ 1/2 代入 (4.2.2) 式 得 


(201apGt12 =( ey (x ad ). 

令 z->0 ГӨ, 1/2) = 8°70, 1/2), УКВ, 1/2) =0, 

考虑 在 81.2 АБ Risenstein 级 数 。 

定理 4.9 к>} нй к=, @ 不 是 实 特征 时 , SE, (o, N) 
和 Ё, (дуу, N) 20У, к/2, N). BRIO, 7, (о, N) 
MF e(N, 3/2, 0) 4D AAPA ИРЕ MEN, mE ба, 
4D) зр e(4D, 8/2, id.), filid., 8D) AT e(8D, 8/2, id), 

TER ”以 函数 Eo, N) HS, KEER ЫЕ 
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的 。 在 81.2 中 ,我 们 已 证 明了 Е, (о, DÆI bison, BB 
它 在 类 点 是 否 也 是 金 纯 ， 显 然 它 在 ico Ж ДИЙ, WE 


2 JESA) 


e0, ЖЛ] (1.2.81) ЖП 

Ш, (в, N) pe)) (ez + уы 

+oy 1918 fox td] **®у [ez + dJ Tapy (усо), 
这 表示 Eo, N) 在 所 有 人 尖 点 若是 全 纯 的 , WERT GN, x/2, 
9), 

关于 E,(e, №) BRR EB, 这 是 一 个 经 典 的 结果 。 这 
个 证 明 方法 是 Petersson 捉 出 来 的 。 设 

f(a) = Ў eaen € S(N, x/2, o) 


= 


及 PETo(N), wl 74-0 Ж 


убу) Im @)уе+ 
=D) jl, 2) 7 |30, DBF yore, 
我 们 有 
о- (уонна Foarday = [Í Feerigyyorr adn 
他 [fe dedy ПЕ yyy dy 
= f Ë,(s, B, N)(z + iy) f (a бууу, 
PANNA 
HEE EM Osel, 0<g< =} Г, HER, Rs =0 即 证 得 正 
现在 来 计算 В.А А (о, №), E, (о, N), 
fiid- 4D), f GA- , 4D), FIGA- 8D) 及 (id..8D) 在 尖 点 的 
fi, Fb DOYS BPE ae, id. 表示 恒 为 1 的 特征 ,这 些 结 
果 将 在 叙 , 生 中 被 应 用 。 
引 理 4.10 ў ,544.,‚ Що, N), 1) =i, ЙА] 
—d/ceS(N), `š csl h, Со, N), д/с) =0, 


152 таж Бозе Hoty Eisenstein 级 小 
证 明 由 (1.2.7) 式 我 们 有 
COB (wm, №) (2) = Е, N)(-1/(N2)), (4.2.8) 
fait, VCE’, 1) =iV(E, 400) =, XER (о, №), E= 
Exa, №). 
ај ЛИНЕТ, Heel, (а, N/a) =1, оз, 0 
和 e; WR а ЖИЙ N /o 的 特征 ， 设 ?为 “的 京 因 于 ， 由 定理 
we Wa E |T (pt) = pH, эх T (рг) Hecke 
算 子 
‘pple r$ E (+ +z rz) 
-r lekan 
=p pd N. 
Like 总 与 c22 互 素 ,利用 (4.2.1) 式 可 得 
pV (CE, Ia) =p У, (Lyñayyapa, (4.2.4) 
HF (apt, №) =a (а, N/a) =1, HRAC + he) /op? 与 尖 点 


b 
4 是 To) SEO, ш, И jera, 使 


а /ly ува 

(; aha)” \ ар? ) 
因而 a+ х= 1+ йа, 6+d4=ap?， 由 此 可 得 4 二 =1 (а) H d= 
p: (N/a), Alo i За KARR T BA oH LR 

2- 

GAT a) 
由 引 理 4.6, PAVE, (1 +#a) /ар?) =(P) V E, La), К 
A2 AR HV (E, Vo) =0, 


Dit oy УМЕ BF, cl, Ф т-р, EEE 
i, 


(базе, N), N/(m#e, N)) =1, 
利用 E |T (m) mm, 可 得 


mV (it, dfe) =m > РОН", (4+ су ma) = 0, 
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BERNA (d+ hey mato š 1/ Gato, гу ГОСУ) ИЙ, fi 8 
一 尖 点 属于 上 述 已 讨论 过 的 类 型 。 
引 理 4.11 wotxid., ДУСЯ (e, N), too) =1， 而 对 任 
—d/ceS(N), ус m, A УСЕ (о, N), d/c) =0, 
证 明 前 一 结论 是 显然 的 ， 后 一 结论 利用 (4.2.3) 式 即 可 证 
得 。 
引 理 4.12 我 们 有 
V(f,Gd., 4D), 1) = - (144) (4D)7, 
VitiCid., 8D), 1) = - 44) (8D), 
证 明 由 定义 ,我 们 有 
filid., 4D) G) = Е(0, id., 4D) (2) 
= (1-4) (Dye “BO, yp, 40) (– (40). 
因此 
ef ,(id., 4D) (- (4D2)-!) = Е'(0, id., 4D) (2) 
—2D'4(1 +44) E00, хр, 4D) 
= - 2р1 +4) fi (уш, 4D) (2), 
利用 (4.2.1) 式 和 (1.2.37) 式 得 到 
V(AG4d, 4р), 1) =lim(4D2) °F, (04, AD) (- (4Dz) 7) 
=- (144) DYL 
类 似 地 可 以 证 明 第 二 个 结论 。 
以 下 ,mm 了 和 月 总 表示 如 的 因子 ,ax Вл, 
引 理 4.13 设 f(2) EG(8D, 3/2, x), HEA “ 
FIT» =f, Colm, 
FIT (pt) = pf, (p| Dm), 
风 我 们 有 


(7, 1/a) =п(о)а(а, pw (HERT 1), 
VF, 1/(4a)) 


=, Deene (GEE О» yD, 


154 тан BUDS Huy Eiseustein z 
VF, 1/(8а)) 
“tn И Hoy, 1 、 
Ra Meri, ye7! la MER о» 1/8), 
HY (8, Р/т) #1, т =0, 2, 3 时 了 在 17(28) 的 值 都 是 零 。 
证 明 首先 证 明 最 后 一 个 结论 。 设 Жр 168, Dim), н 
FIT = nf, 我 们 有 


р/@+1/@в)) = 过 ATC/p+GL+28D1C28p9)， 


3 r =2, 3 时 ， 2'8 是 4 的 倍数 ， 当 了 =0 时 ，8D/(2"8) 是 4 的 倍 
žo 利用 引 理 4.10 的 证 明 中 的 类 似 方法 ， 可 证 得 (Ff, 1/(2'B)) 
=0, 

今 证 第 一 式 当 a=1 时 ， 显 然 成 立 。 对 a RATARA 
BHAR. AANV, awy, Berm, RIERA 
VF, lappir, XBR MA apm, H f|T =f 
可 得 

+ lo) -p78 арр (+a) /(@p))s 


这 时 工 + za 与 2 不 一 定 互 素 , 必须 将 分 子 和 分 母 的 公 因 子 消去 后 ， 
才 表 示 一 个 尖 点 。 存 在 唯一 的 整数 外 ， 使 1 生生 2 l+at = 
2 二。 同样 ,存在 肉 一 的 整数 h, В аср, 1+ = ph, 这 
里 碳 , 名 都 是 整数 。 因 而 利用 (4.2.1) 式 我 们 可 以 得 到 

VG, lo)=p D VC, (O +ka)/(ap?)) 


такой нава 
жр!” Б fs (h they slap) + pV(, t/o), 
(4.2.5) 
дзр (Laka) /Cap) (pil +hay, (h +ka)/lap) (pi thay Жї 
t/a FH] PD) ST 17 Cap), 1/(еру 1/9, TAS p 


a b _ 
юна, a Jereo, # 


ao byi 1+9 оп 
УШУ ae 
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Ali a+ bap =l + ka, e +dap =ap?。 义 由 于 8-bc=1, 于 是 可 
推 得 2=4==1 @),d=p (H/C, а)), 利用 引 理 4.6 可 得 
VG, (+k) /(a29) =( 9 ) oP CF, ep) 


= (G, әуе © JEV CG, Yap)) 
= (LED) reap tow or Fala a Fy op) 


не (9), ap), 42-1) 
类 似 地 可 推 得 


А _ hx kaye 
VF, + 加 /ep (AE), Eas WMD), 
(4.2 8) 
VF, t/a) =V (f, Lay, (4.2.9) 


将 (4.2.7),(4.2.8) 和 (4.2.9) 代 入 (4.2.5) 式 , (4.2.5) 式 中 的 第 
二 个 和 为 零 , 故 得 到 


VE, 1/@руу = Peremeshe ( LEDY УСУ, Мо), 


BH RAAB VCS, 1/(ap)) 成 立 。 

当红 时 ,这 时 由 (4.2.6) 式 得 到 da=lto ,da=p 1/0, 
ap)), (1+а)а=1 (р), AT 

VCS, (L+ha) /(ap*)) 


-(“ үе) ef, Uap) 
(UED) A 5 -Jen aah V (f, 1/(р)) 
= ёар) tiuo (CPL ауу, 1/(ар)), 
同样 可 证 得 
Vs th +key Кару) = (7 
PCF, taja) =V CF, HA 


УЧ», V(ap)), 


158 A ШИ Eisenstein zig 


代入 (4.2,5) 式 得 


VF ee = -0 (a Uh Uy, 
第 一 式 成 立 。 
FG ETE BOAR AL 
类 似 于 引 理 4.13, 可 以 证 明 以 证 吉 理 ， 
Ble 4.14 ik fO) EGD, 3/2, хш), DAA 
АТР) = f, (p.m), 
FIT Cp) = pf, (Рт), 
则 


VR, Ve) ибан, Dezhan (22060) 
xVCF, 1/2") (r=0,1), 
VF, Ba} 
eplajala, 1) Wena ner! (VE), 1/8), 
4 (8, Пут) lr =0, 1, 3 时 ,了 在 17(28) 的 信 都 是 零 。 
引 理 4.15 我 们 有 
VOFECiG., 4D), 1/8) = ~471(1 + iyu (D/8)B/ ел), 
тут @4.,‚ 4D), 1/(28)) =0, 
VS Cid., 4D), 1/(48)) =1(D/8)8/D. 

证 明 RIEA JEGA, 4D) EG(4D, 3⁄2, 让 .)， 且 对 2D 
ER + p, 有 ЛТ (р) = FE 2.42) 式 )。 首 党 证 
明 第 二 式 ,因为 FEIT) = 到， Ж 

Fid., 4D) (e +1/(28)) 


= 4-1 Š frd., 4D) (2/44 (1 +288)/(88)), 


WEA, д (L +285) / (88у = 1/(48уж ЫП T (4Dy BGP ey bak 
引 理 生 .6 可 得 
VECid., 4D), 1/(28)) 


=47! Хустай, ару, (1 +26) /(88)) 
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= Pon (FPGA, 4D), 1/040) #0, 


这 里 利用 了 
ata) -(3). 


рор VEGA., 4D), 1/(4D)) =1, 由 引 理 4.13 ( 取 != 1) 
WaVe Ud., AD), 1/4) =n (D)D-1, 因而 由 引 理 4.13 的 第 二 
式 即 可 证 得 第 三 式 。 再 利用 


Gd., AD) (2) = 42132 у} lid., 4D) (0/4 +k/4) 


及 Vefrtid., 4D), 1/2) =0, 
得 到 
Vid., 4D), 1) 471 +V (fF (id., 4D), 1/4) 
+2 (f2 làd., 4D), 1), 
TERR A 8/4 与 1/4 是 Po(4D) 等 价 , 因此 
V(f*Gid., 4D), D = - 491+ ш (D)D-1, 
由 引 理 4,13 的 第 一 式 即 可 证 得 第 一 式 。 
引 理 4.16 我 们 有 
T f(x 8D), 1/8) = -2°/4(1 + i)u(D/B) BD“, 
гӯ Оор, 80), 1/(23)) =2-1(1+4)#g(D/8)812D" e, 
УС Can, 8D), 1/(48)) =9, 
УС Озо, 8D), 1/(88)) =u (D/B) BED- Ena. 
证 明 ig A= ff (un, 80), h BF ABD, 3/2, хш), HI 
QD 的 任 一 索 因 子 Р, AAT (p) = HA МТО) =A R YQ, 
1/(8D)) =, PEM B # V (А, 1/(48)) =0 及 
Veh, 1) = -2-32(1+ uD Ds, 
VO, 1/2) =27 0 +a (DDT, 
V (A, 1/8) =p (D) DYE, 
Heal w 4.14 hj b= D, MHE. 
引 理 4.17 我 们 有 
971 + du (DV (f, Gd., 8D), 1/8) 


158 жав 权 为 六 整数 的 Eisenstein 级 数 
=-16-1(1 +4)u(D/8)AD"e;', 
271015 DV.(id., 8D), 1/(28)) =0, 
-21(144)u(D)V (fa (éd., 8D), 1/(48)) 
= -2u(D/B) AD", 
-@-1(1+4)н (Юу (У, (44., 8D), 1/(88)) 
=n (D/0)8D-1, 
证 明 H Ооо, 8D) 及 folid., 8D) 的 定义 ((1.2.39) 式 及 
(1.2. 40) =), RIA 
Ою 8D) - 1/(8Da) 2°? = 81D f,(id., 8D) (2), 
he 80 HAT, Bl 
(~ 02)3? filid., 8D) (z+ 671) 


= 88D) угш, 8D) gee my ару) 


ye 
x(- he) 
所 以 我 们 有 
Vif. Cid., 8D), 1/6) 
= -i (8D) V (f3 (юв, 8D), — ¢/(8D)), 
RA- e1(8D) у c /(8D) Ë T (8D) тй, ЖИЙ ӨЛ 4.16 10% 
iE, 
引 理 4.18 Be SEG, 3/2, ©, BAS) 2 
外 所 有 的 尖 点 的 值 都 为 零 , 则 9g = FW СӨ ОР ВОТ 
之 外 的 所 有 人 尖 点 的 值 为 零 。 
TA MERRER э шту 诱导 出 TON ES 
тае EER. Н. 
98-1 29-9 


мз +) [s.a (иво)? 


而 该 尖 点 与 LN 是 ГОСТ), 
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$4.3 权 为 172 WAER 


定理 4.19 уйт 的 本 原 特征 ,v 为 0 或 |, 适合 名 -了 
=)», Ф 
8y (z) = ў a(nynre(n'z), z€ H. 
И v=aO 0,6,6 @(4r2, 1/2, фу, 当 Y=1 时, 0, € S(4rz, 8/2, 
уха). 
令 
005, T)= X mre(em?/2r), z€ H, 
nin 
易 见 
6,0) DOr k, r), 
ATEREA., 震 要 研究 9(z;h, ту 的 变换 公式 。 它 与 $1.1 
HH =l ЖЯ Oh, А, MAARE, BA NAAR 
定 是 偶数 ,所 以 我 们 不 能 直接 引用 命题 1,3, 而 需 稍 作 修改 ， 我 们 
这 里 仅 考虑 x=1 的 梢 况 , 当 x>1 时 也 有 相应 的 结果 ( 见 [23]), 这 
RYZE SE a h, А, Му, RER МАС! 的 鸡 角 线 元 素 为 价 数 ， 
命题 4.20 我 们 有 
ӨС lyek, ту = (уна tay IASG Fh/r) Os ў, т), 
证 明 令 
gfe) = Y (@+myelitr(e+m)?/2), 


因为 We+D =g(o， 故 多 oz) 有 展开 起 gz) = Š ameta), 
通过 计算 , 叶 得 

а(т) = (б) (и) terret tn, 
从 而 


gle) = (= 8) "(ir tye ў ery OF) атта, 


160 жеж BAB Meh Eisenstein 级 元 
йй, 
a(4t&, ту=т»р(&/т)у 
= (= Hers OS oC Gk fry 00) 7), 

由 此 即 可 证 得 命题 , | 

@ш 4.21 六 人 a) ESIZ), H. 
b=0 (2), c=0(2r), WI 

0(y(2);#, T) 

= e (abk?/2r) eg! (Eye +a ано (2) ak, ту, 


证 明 ar-(? 1 | о>, a=2a, 4-9, Ra NEER, 
利用 命题 4.20， 我们 有 有 


= (= ir (оту (ову) ton D Blk, D 


t mod(er) 
х У] п”е(а22/(27)), 
ш) 


其 中 
Ф(&, t) = 2. e((ag? +tg + 0) / (отуу, 


oar) 


证 明 的 其 余部 分 与 命题 1.3 的 证 明基 似 ,将 它 留 给 读者 。 ， 


b 
定理 4.19 的 证 明 ЕН a етае), янва 21 
可 得 : Qrea + ®тЪ 


ee 人) =F he (етут! *т) 
= рі (5 eed) азыг Sig (hy (2ra ай, т) 
= (уой ју, 29, (2). 
b 
wee кадан, вое „| este, 


\- 


$4.2 Bry aan = 181 


с>0, йй 
(0,(2)} 1 v4 25 nve-emv cl —y жоу EO) (у-> ео), 
其 中 p 为 一 常数 ,内 而 


1,,Co-'(z)) (еса) 092] 
<(-vspy (83) Jez tal +2) Jez pg’ C (tania 


«(унау yy att (yao), 
HERTE, 4v=OR, 0,G)€ G(42, 1/2, 如， 当 Y= 工 时 ， 
6, (2) e S(4rz, 3/2, bx-1) 

设 上 为 正 整数 浊 为 模 ? 的 原 特 征 ， 令 

ө.) = Ў буб), zeH, 


由 命题 3.31, WA O,,.€ G (407s, 1/2, фу), ERERKEN 
GCM, 1/2, 四 是 出 形 如 6: (ABE RK. 

Wo Зу ВИНЕ, VNE TORRARE, t HERY, 
BAAN, RREA ТОКАН ИОС (V, 站 的 集合 : 

G) Ari ENBET 

(1) WEN ERN A oln) =), (н), 

定理 4.22 RRE Ol, DEAN, шуу GWN, 1/2, 
OLEA 

W #=Пф, RE р BOB r ORR T oA 0 H р- 2-6, 
它 是 模 ре 的 特征 ， 这 里 pr. EEA oy 都 是 偶 特 征 ， 则 秘 # 为 
RPG. HON, @) 中 单 为 完全 侦 的 所 有 二 元 组 (р, DAR 
PRION 9,07, o), 令 0,(N, o) =Q(N, а) ~ 9,(N, фу, 

定理 4.23 HHI Orel CO, 9 ELN, оуу 8 (N, 1/2, 
ONY, TERR (9,100, ELC, o) S(N, 1/2, o) fE 
GW, 1/2, 四 中 的 正 交 补 空间 的 莹 。 

下 而 我 们 来 证 明定 理 4.22 和 定理 4.23， 这 部 分 材料 取 自 
H.M.Stark 和 本 .了 P.Serrer20 | 


5198 4.24 (а) G(R,x/2,o) 中 存在 一 组 基 ， 其 中 每 个 青 数 


12 ан 要 为 于 


isenstein Z 


的 Fourier RE JF ДИЙ BABI М КОКО, 


(у ESE) = У) alel EGN, к/2, ©) MRR al 


(nO) ABR ACB, ETE ARE D, 8: De (а) (0220) МЕ 
BI 

证 明 YF Ue BOER, S| ЖИЛЕ AC 122), RE 
JR3.52), 2 

fo=0(2)3 = 1+6бке(ду+ --- 

Bt > fo fia ОСУ, к/2, ®уй A G (N, 2x, o)， 若 了 的 系 
ЖАРАК. И fo 的 系数 也 都 是 代 数 数 ，(P) 鸡 了 fo EIRA 
B, TRA FR, IEG), ВО) 在 于 上 无 零点 ,在 S(4)= 
41, 1⁄2, 1/4) 的 三 个 尖 点 上 ， 仅 在 1/2 的 倩 为 零 (3184.8), 
GCN, 2х, о) 中 的 一 个 函数 9 РФ КИК, 0/7 ETON, 
x/2, уйй ЖЕЛКЕ ЖЕ g 在 БОМ) 中 与 1/2 为 P (N) 等 价 的 类 点 
处 有 足够 高 的 零点 阶 。 利 用 整 权 模 形 式 的 性 质 , RN EAE 
G(N, 2x, 0) HARES, 9: 在 各 尖 点 的 [ourier 系数 都 
EREA. GIGS 的 线性 组 合 ，9 在 一 部 分 尖 点 其 有 一 : 定 阶 的 
零点 ,这 表示 这 些 组 合 系 数 适 合 一 组 线性 方程 ,每 个 方程 的 系数 部 
是 代数 数 。 帆 此 可 见 , OV, к/2, @) 中 存在 一 组 基 ， 共 中 每 个 甫 
数 的 系数 都 是 代数 数 。 


引 理 4.25 设 了 人 = Z аб) сбн) 为 GCN, 1/2, оу и 


非 零 六 ， 了 为 素数 , PIN, FIT) HOF, Co 为 一 复数 。 义 设 
mF EER, B р: т, ЩЩ 


(a) iaso, H абири) -ao Cp) (S); 


O) жаби) 40, M phm, Но об) (7) d+, 


EA 算 子 了 (2p”) 将 系数 为 代数 数 的 模 形 式 仍 映 为 系数 为 代 
Hee MBB, GN, 1/2, o) 中 存在 一 组 若 ， 其 中 每 个 异形 式 的 
系数 都 是 代数 数 ,所 以 了 (Pp*) 的 本 征 值 c, ERE BEA 


$&3 Нут 
ЖЕКА ЙИН BR 4183 Ж ЖЛЕ ДИК. PRES Во 
AMG”) 都 是 代数 数 。 令 
AL) = $ amp) T, 

其 中 代为 一 不 定 元 。 由 引 理 3.39, 我 们 有 

m 1-аТ 

AC) =а(т). авт) тту? 

其 中 zor (2), Ptr сь, By =o(p pa. FL al) 
+0, AT) 划 为 非 堆 的 有 贡 丽 数 。 将 4(T 了 ) 看 作 р-айоТ шр, 
即将 A(T) 的 系数 看 作 p-adic 数 域 О, 的 代数 扩 域 中 的 元 素 。 册 
引 理 4. 吐 的 (b)， 可 知 a(mp”") (0220) 的 p-adic BRIA FH 
的 ， 从 而 当 | 加 <1 at, ACT) ый, ACT) 在 单位 加 如 = 
TIT) <b WAT, I - BT) rT) HS l-a? AR, 
ШИЛ? 18:1, [rle<l, 但 |Вү}„= opl, 这 不 可 
В. Вива, ЖШ Ва, Ae ACT) = 
ат) (1-71), amp) =у'а(т), B 8у9-0, thax, 可见 
pim, H 


у=Ву/а= o (бур (000209) =0(p) (2), 


1861 


pemp samoty (EY. Ea, H с, =В+у=а 
у, ШШЕ} (b), 

定理 4.26 FG = Ў) а(ауе(л) у @ (N, 1/9, oytt 
PIN H N 0-4 Bak. EBM РЕ, 有 Ср) =o, f, 
cs € C， 则 存在 唯一 的 无 下方 罗 了 的 下 整数 п 不 是 亚 方 数 
WAR a(n) =0, В 

G) EN’ 

Gü) 对 任 - PENY, соо) py, 

р 


(шу 对 任 一 wb # (u, Nr) =1, W 


ИЛ mag ләр Eisenstein 级 数 


a(n) = a(n)o (u) (4). 
证 明 фт Fe? 任意 两 个 使 aCm) 和 和 a(xm') 都 不 是 零 的 正 整 
BP 为 适合 р} m 的 素数 集合 ,对 任 一 了 E 了 ， 由 中型 和 25， 
我 们 布 


осе) + wy =о(р)(')а+ рту, 


(т), 这 表示 mm 一 定 是 一 个 平方 数 ， 所 以 存在 ~ 
个 无 平方 因子 的 正 整 数 忆 使 = tot, m =t《w)*， 这 证 明了 定理 
МИР, рК, РРА. Жое pu, pru, HF 
a(m) =a(tutt%) 40, 将 引 理 4.25 应 用 于 he, Tf MT ap) 关 0， 
BARAZ 000), MM pH, osoli) Usp"), 证 得 
Gü). WF ORAS, POOR. EMG, REYE 
= p, PEN’ WHEEL, Ben=mp*, pim, ЖЇН] Б]! 4.25 的 (b) 
即 可 证 (ii 。 

推论 4.27 在 定理 4.26 的 假设 条 件 下 ， 又 9а) «0, p 
tel, cs =@(р) (+p) (pA), праха ИЕ o HK ñE {И Ж: 
lop} MEE, 

由 定理 4.26 0) тш) 可 得 以 下 定理 ， 

定理 4.28 在 定理 4.26 的 假设 条 件 下 , ЖИГИТ 

< safes LEPEST fo- 
Banyo at 22.905 уњ"? n (t-e 5) ) 1 
下 面 我 们 总 假设 
Рб) = 3 a(n)e (nz) 

WEN, 1/2, o) 中 的 新 形式 。 由 定理 4,26， 存在 无 平方 因 了 的 
ERR t, 使 nfi 不 是 平方 数 时 , 总 有 a(n) = 0。 

引 理 4.29 BI) = Satmpecny wy GW, 1/9, o) t 88 
ER, WoC) 0, 1-1, 


84.3 pL 1/2 у 


证 明 (1) =0, 出 定理 4.28 可 见 当 (n, ЛУ) =1 时 ,总 有 
a(n) =0, 利用 推论 4.5, kat fT GCN, 1/2，@)， 这 不 可 
能 ,所 以 ea(1D) #0, 由 推论 4.27 可 知 这 时 1=1。 

bho)" RES, 以 下 我 们 总 假设 Пу =1， 这 时 称 了 为 
正规 化 的 。 

Зза 4.30 806007, 1/2, оу 是 几乎 所 有 的 Mecke #7- 
P(e") BME Я, LSS REAR E, W g= ees), 

证 明 Beg 的 展开 式 中 e(2) 的 系数 为 c<， 则 有 =g-cf 的 展 
开 式 中 6。 (8) 的 系数 为 替 。 营 h 关 0, 是 几乎 所 有 的 Hecke 算 子 
Tp) AME в, AU ML 4.28, 可 以 找到 N, a, ЛУ) =1 
时 ,万 的 展开 式 中 e(n2) 的 系数 为 零 ， 出 引 理 和 4.4 可 知 天 属于 
Сонлу, 1/2, о), KEM 42, YENI PREM CN, É 
NAME ОСУ, 1/2, фу Ч ЕВО ЈЕ g 使 
SAAS PILES Тр) 有 相同 的 本 征 值 。 在 推论 
4.27 中 已经 担 到 ,特征 可 由 本 征 值 集合 {cb} 唯一 决定 , 故 妆 = o, 
HME 9107, 1/2, о), AREMA, f- 1 UR Р 6, 
1/2, о), Ti fea + (f 4), RAF Ж ЕСУ, 1/2, o) 中 的 新 形 
式 矛 盾 ,因此 如 = 0, Bl g = ef, 

引 理 4.81 存 上 述 假设 下 ,了 ERAS T (p°) 的 本 征 
BR, g f|T (p= e f, W 


абв = [PC - eph П opp), 


Нр, оо =0, 

证 明 рТ, ФО f Оро), ЛАРЕ НТ: 
Тру), g 8 f RARR EA, WA 4.30, ff g= cf, 所 
US ЖЕРИНЕР ТР УШ k AE ШЖ. 利用 定理 4,28 即 可 得 到 上 
Ж Euler 乘积 表达 式 。 

RAPIN, 我们 有 

FIEC) = Yatapy ete) = È абор) е (рт) 


166 яар + 


放 的 Eisenstein 23k 
= (СРР Ср) = 7 С), 

ERT GO, 1/2, ox), X с„-=0, WH 3| 8 4.3 F f T (p), 
We Х/р 是 可 定义 的 ， 且 在 在 9EG(N/P 1/5, o), 使 
0) =917 (p), PIN g=o,f, ЭКН ОСУ, 1/2, @) 中 的 
新 形式 矛盾 。 所 以 co = 0。 

引 理 4.32 在 上 述 假设 之 下 , М 是 平方 数 ， 旦 了 IF CY) = 
ef |H(ceQ), 

证 明 HER LN, WS EC) =ef, Je, =o(p) (1+ 
рт). 03.38, 我 们 有 

f WR)T(p) = (руе ў WON) = „у W (N), 
FHT (p*) = (co f)|H =e f|H, 

3|BB 4.1 RRA, S/W (NE GA, 1/2, dx) 中 的 新 形式 ， 
f H E G(N, 1/9, 可 中 的 新 形式 ， 当 pkN m, CFR S 
T 了 (ps) 具 有 相同 的 本 征 值 ， 因 为 本 征 信和 集合 5s} 可 以 只- 一 地 决定 
EATS MOLE, KA аху = 0, тү, NR, ЗИ m 4.80, 
тй FWS f H Re, 

定理 4.83 SGN, 1/9, o) 中 的 正 册 化 的 新 形式 , 是 
ое, N=4r2, f =2-10,. 

证 明 定义 

EO = Bony Пр O- op) [Ed opp, 
F(s) =Satajn-s, 
用 定理 3.38, 可 知 当 Re(s) >3/2 mh, ү HEMI, HAH 
数 方程 
2л 


CQ) -TF (ву = 01 aye r G -5\F (1- 3) 
GER SW (N)=cf|H) AXALA e, 及 下 文中 的 Co, es, о, 均 为 常 
数 。 义 令 

G(s) = LQs, ө) ‚па -a(pyp "t, 
G(s) = Lis, 3), 


34.3 LALA 167 
G(s) Fi aT ACL (1.2. 21)) 
(2x) T (8) G(s) =o (ж y “PG -s)6 (2 -中 
将 以 上 两 式 相 除 得 到 
1- срт 
H IoP ° G ma 1-8. ‘as Б 
MIER суор) Ур RPMI, TPE plm, W обр) 
30, 则 在 Ле (в) =0 А Елена 3 Е ЗУЛУ АА, TA 
WRAAE Re(s) =0 ТТ ЕВ. АЕ pim, T ор) 
=0 (i pt), ШЭ созо(р), 所 以 c0, RAT 
H G- ep) = (Ды) IL pot, 


рүн. 

ип ops p/é, SE LRM ARIE, TRE le, 有 
Съ = б, [ДЇ [eoj =p. WL c= 1, Мт 4, hg m 4.31, 
Мар NA cy =0, HELM WA WL, Moma lt ЖЖ 
М = 471 Әт, р с, 0, SEN, 但 因 @(2) =0, % 4|r, 由 
49-47, 这 与 对 六 了 矛盾。 所 以 我 们 证 N Ar, (8) = 
G(s), х{®—п:>1, fi ToM p e(a) ЖЖ ЖА 
同 , f-278. 是 一 个 常数 ， 但 它 是 权 为 1/2 的 模 形 式 ， 必 有 f= 
2-19。。 

定理 4.34 Шоду RH TE, 002-10, 为 G(473, 
IT/2，@) 中 的 正规 化 新 形式 。 

证 明 RHEA OLEGA, 1/2, 8)， 由 定理 3.30, 对 任 一 
phar, 有 


N у“ 


B| T(P) =@(p) (1+ рг), 
HORE G (arz, 1/2, @) 中 的 新 形式 ， 旭 存在 4: А T N < 
dre, BUN, 的 特征 省 及 G(N,, 1/2, фу 中 的 新 形式 f, 使 也 与 8 
对 几乎 所 有 的 算 子 了 CF) 县 有 相同 的 本 征 值 $(p) (1+p1) = 
o(p)( +p"), М оф, № 4те 4.33), ЭК М <А 
R, LD 0, Ж Gar, 1/2，@) 中 的 新 形式 。 
定理 4.22 的 证 明 (a) (Oul, ) СОС, в); LAH R 


tas SBS st (nade Mil) Eisenstein vise 


DANA 

因为 出 @ 和 ! 队 一 确定 , ОЛЕ ОС, o), t 6253 
HG, 的 第 三 个 元 素 仅 出 现 一 次 。 设 

Мб, + ЖА, = 0, 

#ЖҢ%<%<-++<Һ, №0 (le n), ЖӨ, W RÉ JR sÑ tB 
(по) 的 系数 为 2, 而 Orn 22) RI eh) 的 系数 为 零 ， 
AY YR = 0, 这 与 上 上述 假 设 乞 盾 。 

(b) rel h, DERN, o) 48 GCN, 1/2, о), 

# f.g8e G(N, 1/2, о), iF pt 六 ,利用 引 理 3. 设 可 证 

SITP), gy = op) f, 9170р), 

Вх (р) (р?) А Hermitian $f, OPE 18 RRA, 可 知 
GN, 1/2, 0) #{— Mk, Ruh te ME Tp) (PLN) 的 本 征 函 
Ж. RILEY fe GN, 1/2, о) BAF T (py (pt) 
的 本 征 洱 数 时 , 它 可 以 表 威 8,210, DE OM, уу 的 线性 组 合 。 
NNW. APRN, 田 定 理 4.33 即 得 证 。 若 了 是 老 形 
ЖУЙ FEGN/p, 1/2, 0), OM N/p 可 定义 , K fag VCD), 
g€ G(N/p, 1/2, OX), охо N/p 可 定义 ,在 第 一 种 情况 , 出 归 
纳 假设 ， 可 知 了 是 但 ,.:|(¥, D ЄО(М/р, 0) MRA, BR 
9(N;p, ©) CQ(N, 0); 在 第 二 种 情况 ， 由 归纳 根 设 ，g 是 {9,,:| 
@, D €Q(N/p, oxn)} 的 线性 组 合 ， 从 而 了 是 (685,.| G, DER 
(N, ©) Е, 

现在 考虑 定理 4.23 的 证 明 。 设 


Рб) = | ainye(ns) 


FUN) BH 0/2 BOER, e ETE ZL A A 
数 , 令 


(же) (2) = > a(nye(n) (п), 
wo 
£ fig Pourior 变换 为 


Тот) = AE Solaye(~2m/M), 


843 001/9 的 异形 式 ish 
出 反 变换 得 到 
e(n) = 8(m)e(nm/M), 
所 以 
(Fae) (2) = Beem) foam], 

FG@+m/M) gz TNM ERRA x/2 BSR, 

引 理 4.35 下 述 两 个 结论 是 等 价 的 ; 

i) 了 在 所 有 的 尖 点 m/M(mEZ) 的 值 为 零 (K HE m УМЦ 
RA: 

H) 对 每 个 以 六 为 周期 的 函数 e, 


L(fre, 8) = аб) (в, 
ЖЕ в =к/2 ЖЕҢИ, 
(对 于 权 为 整数 的 模 形式 ,类 似 的 结论 也 成 立 ，) 

证 明 1) ИРЕМ A ee, Jret RA 
s =0 REAP, РУН 3.38, ii) 等 价 于 fae |W NME io fy 
值 为 零 ,而 feel W NAP) Е ¿co MG foe 在 尖 点 3=0 的 值 仅 
差 一 个 常数 因子 , 故 引 型 成 立 。 

推论 4.36 ”了 是 尖 形 式 等 价 于 对 任 一 人 БЕЛИ, 
L( fue, 8) 46 8 =к/9 是 金 纯 的 。 

4 SEG, 1/2, 9) 时 ， 由 于 任 一 尖 点 都 To 六 ) 等 价 于 形 
tn / Nm GNA BHR) WR A, HARA BEL NA 
期 的 函数 e, 

吉村 4.37 PME, ARAM, ДӨ, 是 尖 形 
=. 

证 明 Wk e EZ ЕШМ, TOERNE Y 
WORF r (0) 的 倍数 ， 我 们 仅 需 证 明 


Е, (з) =9$) en y(n) ns 
在 8=1/2 是 全 纯 的 。 


10 жан Ыз 


‘Bui Eiser stein iz 


эпи Еу) = 234 et) YC) Fas (28) 


熟知 ,Fo OE з = 1 Б Д BN, OW 177, 所 以 FP.(s) 
Ж в =1/2 最 多 有 一 个 单 极点 ,其 留 数 为 R(e, p) /N, 其中 
Ree, H) =È ете) бт), 

ЕВ (е, фу=0, Av PACS, fr fE Т OW) -А-Ж 
Jl, B J Fat 是 奇特 征 ， BEN 10У, UN) 数 
Ха, Himes 10%), аР), ML x te Z/NZ pA A 
B xi=1(N), Y) = 一 1, 所 以 

Ree, 4) = „5 EC CK) CI) 

=- „5, Ey) = — RG, у, 

BR Ble, фу=0, 

3132 4.38 ФЦЕ, Т 是 有 限 个 正 整数 的 集合 ， 
B f= Dobol € C) 为 尖 形 式 , 则 所 有 的 e, =0, 

“证明 BRR HAM =0， 设 如 为 了 中 最 小 的 数 ， 使 
e,50, MERR М, ERA) RT HT. UES 
是 完全 侦 的 ,因此 可 以 找到 一 个 模 开 的 特征 а, Bot =, EX Z 
上 的 周期 函数 e, 

й F tln, o/b MER, 
e(n) = 


0, од, 
RIE 
„_[#®, йө, м), 
etn =| 0， Hr, Муха, 
及 


elin) =0, FET, Ф>%, 
CAL (nt, Му), р 


84.4 e(N, 3/2, MUD 171 
L( fre, 8) =20,, BE PAH) Canty Ы 
‘tat 
=2c,t5° У) ne, 
(rapist 
EE s = 1/2 的 留 数 为 
вр (M) / M0, 

出 推论 4.36 可 见 了 不 是 尖 形 式 。 

定理 4-23 的 证 明 仅 湖 证 明 以 下 三 条 : 

(а) FG, HEB, o), 则 95,: 是 尖 形 式 ( 由 引 理 4.37 即 
©. 

(b) 6,21, 9 ELN, o)} 的 非 零 线性 组 合 不 是 尖 形 式 。 

ЦУ RR Oel @, DEAN, 0) 的 线性 组 合 与 尖 形 式 子 空 
BKR. #70, Р T (p) (pr DE FA, 8 V rh 
一 个 所 有 算 子 T (pty(pr RER BIA MER f. Н 9,,: 关 
LRT T (pi) МААНИ Ср) +), WAS АЯ 
— 0 0, 的 线性 组 合 ,这 与 引 理 4. 38 i. BELLY = {0}, 

O) W G, HEB, о), W, MER, е), ШӨ,,, 4 
Byr 在 Petersson RFLY, 

фо 是 完全 个 笑 征 ,区 不 是 完全 个 特征 ， 所 以 4o? 二 久 i 
可 以 找到 — 4 ЖОЖ p, (Ср) VOD), Bo, M Oo KF 
T py is Ж ЙЕ f Ж ЮУ (1+ wep) Яй (1+ eC), Ж 
用 Opl TD), Oped = CP) Our, б„|Т(р®)), 得 到 
00р) beris ore) =PO Ср) Busey orso), TIL #„,,,Ө„ у =0, 


$4.4 e(N, 3/2, о) 0) 


BN YON, т @у>9, 2007, o WA НИЕ, IET 
记 为 了 (o)， 利 用 定理 2.28, w r(9) =2 时 ,我 们 有 
dime(W, 8/2,0)=2 D Ф((0, N’/e)) 
er но 


-dim e(N, 1/2, o), (4.4.1) 


172 Жав pU yry Eisenstein te 
当 r(2) = 3 H, 有 
dim e(N,3/2,0)=3 E Ф((с, N:/c)) 
CoN HON Cer) 
-dim e(¥, 1/2, o), (4.4.2) 
HrQy>4nh, 17 
dim e(N,8/2,0)- у} (Ce, N/c)) 
(eN e унш) 
-dim (N, 1/9, фу, (4.4.8) 
从 定理 4.23, 我 们 已 得 到 了 dim e(N, 1/2, о), EALQ(N, o) 
中 的 二 元 对 (网 t) 438. 

在 本 节 , 刀 总 表示 一 个 无 平方 因子 的 正 奇数 , m.1 8 ДК 
DBF, ат, ржи. ПМЕ 
eUD, 3/2, улу, (8D, 3/2, xs) Al е (8р, 3/2, xu) 的 基 ， 出 于 
9.040, х) ={Cid., DY, # dim (40, 1/2, x) =1， 所 以 

dim e (4D, 3/2, yr) =2""1-1, (4.4.4) 

我 们 在 本 节 仅 讨论 权 为 3/2 的 Eisenstein 级 数 ， 为 了 符号 的 
WE, RIEA BPA, 定义 

Mn, 4D) =s (n, 4D) 

= 102, id.) Lall, х.,)830%, 0, xo, 4D) 
R Alp, n) = As(p, n) , 
(1.2.43) K (1.2.44) Ç, B W, 

A(Q, dn) ~ 4"! (1-4) =2-1(A(2, n) -4-1(1-)), 

Alp, p'n)-pt=p (Alp, w) – рт) (рад) 
щ 2/40, AZ, фп) = А(2, п), 同样 当 piq WJ, A(p, gn) = 
А(р, т), 

gx 4D, 4D) 

=1-4л(1+#уй D Min, 4D) (A(2, їву-4-1(1- 4) 


(4.4.5) 


xT] CACp, In) — руне (лгу, 
N ma D 时 定义 函数 


84.4 eN, 2/2, суйо 178 
glx, 4т, 4D) G) 


= бла Sn, 4D) (AQ, In) - 4° - 4) 
х (AC, I) – ptn elne), 
pha 


当 mas] at, REX R At 
д0, m, 4D) (2) 


= xl: Ўт, Ф) ЦСКА Ср, а) — p ate (na), 
= jin 


命题 4.39 BE CG, 4m, 4D) 属 于 2(4D, 3/2, x), B. 

(дхи, 4m, 4D), 1/в) 

= -4-1A(1+ DEGm/a)am "Ba Q, а) адау (209), 

Vegl, 4m, 4D), 1/(4a)) 

=p(m/ajam 0, ауе уа ш) (Ое , 

g(xi, 4m, 4D) £ SED) MEMRAM Н. 

证 明 首先 考虑 1=1。 由 引 理 1.22, Wg (44., 4D, 4D) 
=. 4D), 由 定理 4.9 及 引 理 4.15， 可 见 命题 对 9( 记 .， 
4D, унщ. Втр, 我们 有 

gld., 4m, 4D) = -4a(1 +8) TI pQ +) "t 

Ба 


х буми, ФАО, п) -4Ч1- TAG, n) = 2") 
x FL (+A, n) - (A(p, т) ~ р) тев) 


(Br 


= JI pep? D) ud) fyd., dnd), (4.4.6) 
«йн 


FEL gd., 4m, 4D) 属 于 e(4D， 3/2, id.}。 由 (4.4.5) 式 可 得 
gd., 4m, 4D) |T' (p) =9(44., 4m, 40) (р!9®т), 
#@4., 4m, 40) 17р") = pg(id., 4m, 4D) (p|D/m), 

(4.4.7) 

由 引 理 4.15, 我 们 有 

VigGid., 4m, 4D), 1 


КА a RE AU TR Fo Eisenstein яри 


= П (1+ ру У) СОЈ a Cid, dmad), 1) 


pin 
=-4-(1+4) пе + py 2) (dya (ad) (mdy-1 
= -4-1(1+4yn(m)m-t, 
利用 gG4., 4m, 4D) T (4) =g(id., 4m, 4D) 和 引 理 4.15 的 证 
明 方 法 , 可 证 得 对 一- 切 B 有 V(g(id.， 4m.4D), 1/(28)) =0 及 
Vigtid., 4m, 4D), 1/4) 
= A( 40) 720 (g(id., 4m, 4D), 1) =u (mm, 
PAIR 4.19， 即 订 证 得 1= 1 时 命题 成 立 。 
RTL [КИ И, 因为 
g(x, 4m, 4D) = (44. ‚ 4m, 4D) |Т 
rg А 
= Sglid., 4m, 4D) (52), 
所 以 g(x, 4m, 40) єє (4D, 3/2, x), PASIA 4.6, 我 们 可 得 
到 
Vigtu, 4m, 4D), 1) 


att ушт S V(gGd., 4m, 4D), 1/8) 
йт 


= 
софт 


ai pest Vaaa., ат, 4D), 1708-3) 


a A 
= -4l damm Pe, 
(4.4.7) Хх] Io 4m, 4D) 也 同样 成 立 ,利用 上 述 5= 工 时 则 样 的 
方法 ,可 证 命题 对 g(xi, 4m, 4D) 也 成 立 。 
引 理 4.40 Re 为 正 奇数 ,m 为 正 整 数 , W 
MG, 4m) =k. (n, 4D) TI (+ Alp, 0). 
1] 
证 明 设 = ай, GREAT, Wh=h(p, п), ШАХ 
(а, 4m) = La, (9, 90.) 303,0, Xtorya) Br (п, 0, Xm, 4), 
其 中 入 = (к-1)/2, ит 
Lan Qh, i8.) Lam CA, холк) 
= ay (Od, 14.) L n (k. холч) 


BLA eN, 3/0, ayna K (I) 17 


x Ша р) (1 ерат) pa 


及 
Be (ab?, 0, z, т) = D pkey aliutoa 
Кн 


толту] 


СЕРЕ 
= Ir ( 5 роз) 
Dle, рат ad 
з 


we чү 
(š PEM! Xin (p) PB ве») 
Е] a 


= H (“э pe) H ($ pta 
nant 
—xensp' 2 peie, (ate, 0, xn, 4D), 
4 pla, p|D/m W, 


ошол 


(1- р») D pr- 


Ке 


өлү? 
ale (dept) М pe- pla meter 


=1+А+(р‚ п), 
当 pta, p b, p D /m р}, FF xenp) =1, WE 
(d= p>) (1- p-)-t ($ pe-a oS венн) 
= 名 
= Sh ратар prea $Y parent, pt =2 etna 
名 £= 
=1+А,(р, п), 
F xeyal, WE 
(1- p-™) (1+ p (Б pn + РУ pe) 


-$ pe pA Фуран pineal tse 
= = 
=1+А,(р, n), 
| ЕТЕ, 
命题 4.41 ЖЖ дб, m, 4D) mel RT e (8D, 3/2, у), 
且 
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V eatery т, 4D), Мо) 
a (Uh 
а (l+ iumenta, а (I 2 y 
gOn, m, 4D) fF SAD) HR ARS, 
证 明 ”类 似 于 命题 4.39， {дЫ /=1 КОНЯ, BE 
8 9 (id., m, ADR F e (АЮ, 3/2, id.), H (d. 4.5) R7 
glid., m, 4D) |P Cp) 004, т, 4D) (рт), 
atid. m, AD){T(p = pg(id., m, 4D) 
(р!2р/т) 
ЕЭ PA) MRAR, ЕВ 
97 (gCid., т, 4D), 1/(48)) 


(4.4.8) 


=4 S17 (0(0., m, AD), (+484) /(48)) 
=V(g(id., т, 4D), 1/(48)), 
由 此 得 到 VV(g(id., m, 4D), 1/(48))=0, MARAT TA 的 
美 系 式 可 得 
ФУ (g(id., m, 4D), 1/ (28)) 
4-57 (gd., m, AD), (1+ 28h) /(88)) =0, 
所 以 如 果 知 道 了 下 (9g(id,， m, 4D), 1), mal 4.18, BTANA 
gid., т, 4D) 在 所 有 尖 点 的 值 。 令 
Fd., 4D) G) 
=2x 3%, 4D) (T Ay, n) -Dnie (nz), 
2 ЖБ 
则 
Gd., 4D) = - folid., 4D) +1 
—4x( +4) (я, 4D) (A(2, п) - 4-41 - 4)) 
TI A(p, n)a" e (nz) 
X pib 
= D-t Simg(id., 4m, 4D) - fs(id., 4D), 
жр 
BLM }5(44. ‚ Бу р e(4D, 3/2, id.), B. 


84.4 М, 4/2, oy K (D 17; 
УСУ. AD), 1) = Р-У (0(%1., 4m, 4D), D 
-V(fA Cid, 4Dy, D 
= 41+iD S u(n) + (l+ i) (Dy 
©} 
=(1+%)(4рус!, (4.4.9) 
因为 w=] then Dsl, 

Жр Wgd., р, 4р) = fad, 4p), EAT 
e(4p, 3/2, #4.), i (4.4.9) RW дй т, MADH 
素 因子 个 数 应 用 归纳 法 。 易 见 

П a+ eo (A(p, w) - р!) 
= ПСА, т-р) П‹а+4(0ра)) +p) pt 
=$ (8/48 [р fACp, n) -р-') 
т ка 
Па +А(р, yep, 


所以 
2 


810-89. 


иа + p) Ср, 2) – рт) 

D PB DP 

AOp n) pay У) D adapt 
Б 


n. апер аа! 


х [I Cp, n) -купа +A(p, в) (1+ р)", 


инг 
我 们 得 到 
sudan! ATIC + D'AC., D, 4D) = fslid., 4D) 
+ У) > na)de-ig(id., D/B, 4р0), 


31D Sed d1i8.4*1 
MTA 8 4.40, ү Ий, Wgd, D, 4D) 属于 
e(4D, 8/2, td.), В. 
D „ФП + VG Gd D, 4р), 1) 


an 
#(1+Ю(4ул+ E у u(d)ag"t 


BDBAD afdat 


x [Eh py -41 + Da(D/8)8D-15 
=-(4Dj ul +i) D OA p)", 
BLD BD Ps 


3 GEE AOR 
BA, 17(90#9., D, 4D), 1) = -—(4Бу-1(1+1)н(Ю), Ф 
gad., D. 29), 
FRM! dp 4.39 h Be HIT Hae at 
gid., m, 40) = II plo) D wag (id, md, 4nd), 
вва аб 
IBARET ЕТЕ, is Re Г e(4D, 3/2, id), 
Beg Ced., n, 4D) 亦 属于 e(4D, 3/2, 2d.), B. 
P(gCid., m, 4D), 1) 
= TJ pil+ р) > pd) ¥(g(id., md, 4md), 1) 
ibis a «бн 
=-4(1+4) II рО р)! © 00 )и (та) (n d)“ 
кріт арт 
= -(4ту(1+4)ш(т), 
正如 本 证 明 并 始 时 所 述 , 订 见 命 题 成 立 。 
定理 4.42 ик 
902, 4, 4D) (m|D); (х, m, 4D) (m|D, mel) 
Ж e(AD, 3/2, ууу, 
证 明 RBH 
G (xi, 4, 4D) = eng On, 4, 4р), 
SYD К IF 了 定义 函数 
G(x, р, 4D) 
- 2 1 Р) Naty 
S2- DL, 9)" teym SU) Plain, р, 40), 
Жай m BJ АТ a a С 
GG, 4m, 4D) 


ic, Lisersteir #1 


BTA m)" =» 32) зо, 4m, 4D) 


-# Оп, m, 40) -u(mym SY payal, аута 
Кс 


fC 
хац (вон, 4a, aby} 


Gtr, m, 40) = 27 =DE, mye, a, „(Ие ™) 


$4.4 e(N, 3/2, o) MIT) 179 
х [om m, 4D) + (1+ i) (dm) a (n) A R (a) 


f 
xalid, ауе К, (z UC, а) 


a7 Gy JOG 40) J, 
可 以 归纳 地 证 明 ,除了 在 工 和 ORARAA ZS, Оа, 2rm, 
4D) (r= 0 3 DJE SAD) 中 的 其 他 尖 总 的 信 都 是 零 ， 利 用 命题 
4.89 和 4. 和 ,通过 直接 计 算 可 知 
VG (z, 4m, 4D), 1/(4m)) =V (G(x, т, 4D), 1/m) =1, 
ViGta, 4m, 4D), 1) 
= = (ту 14), туле, 人 Tes ZL), (4.4.10) 
t 
V (GG, т, 4D), 1) = =mi C, туйе, (Ж; “my 
由 (4.4.4) 式 , 可见 函数 集 
Goa, 4m, 4D) (тіру 及 Glix, т, 4D) (тр, mel) 
Æ = (AD, 3/9, Xi) 的 基 , 它们 是 定理 中 所 说 的 函数 集 的 线性 组 合 ， 
MURARZ 
MEWN =8D, WH 0.68, x1) = (Céd.,1)}, AED, tat) = 
Kid., 2), BERL (4.4.2) җи 
dime(8D, 3/9, x:) =dime(8D, 3/2, уну =3.2" -1, 


R= weZ|nzl, n=1 或 2 )), 

定义 函数 

falid., 4D) =2л Da, ADT AC, n) 一 7) n¥e(nz), 
由 (1.2.45) 和 (1.2.46) 式 我 们 有 

ficia., 4D) + 2° + ye (D) fid,, 8D) 

=2-1.87,(id., 8D), 

这 里 我 们 利用 了 A4(2，n) 41(1 -4)=38-1)/8 MER), W 
W faid., 3D) 属于 a(8D, 3/2, id), ща 4.15 914.17, 我 
们 有 


180 фа {ЭГЕЙ Lisexstein £ 
V(Of.Gd., 8D), 1/(83)) = Vf Cd., Зу, 1/(28)) =9, 
VOfiid., 8D), 1/8) = -8-1(1+ ija(D/B BD Lea:, 
Vf i Cid, 8D), 1/(48)) =u (D/8)BD, 
(4.4.11) 
WE тр, 定义 函数 
g(t, 4m, 8D) 
=2xzlta у м, 4D) [I (А(р, In) - pattetney, 
fen Ел 
命题 4.43 MB (xG dm, 4D) WF (BD, 3/2, z), A 
Удба, 4m, 8D), 1/0) 
= 28 ; лра -12g- UC, в) 
= 8015 (pool a) еда Gey) 
Vga, 4m, BD), 1/(4а)) 
=p(m/e)am-1B (4, ауе, (ш) hed) 
90а, 4n, Вузе S (8D) WH HRA RAE. 
证 明 Р(х, 4m, 8D) =g(id., 4m, 8D)|T'(D, RR 
考虑 7=1 的 情况 ， 类 似 寸 (4.4.6) 式 ,我 们 有 
glid., 4m, 8D) = H pds o)"1 ag, OSC., Bmd), 


Dra 
А gd., 4m, 8D) AF e(8D, 3/2, id), H(4.4.11) R1 
Vig(id., 4m, 8D), 1/(88)) 
=Viglid., 4m, 80), 1/(28)) = 0, 
Vig(id., 4m, 8D), 0) = -8-1(1 + 4) etm, 
V (gtid., 4m, 8D), 1/4) summi, 
显然 我 们 也 有 
gid., 4m, 8D) |T (p) =gCid., dm, 80) (р!т), 
q(id., 4m, 8D) |T (7°) = pg(id., 4m, 80) (рут), 
由 引 理 4. 19， 即 可 证 得 命题 成 立 。 
定理 4.44 BKE 
glxi, 4m, BD) (m! D); дб, б, 40) (aD), 
gir, m, 4D) (miD, m1) 


84.4 М, 3/2, ob Mak ж 
i e (8D, 8/2, хі) а, 
HR RA 1/(82) А 1/(4)д& Pa(47) 等 价 的 ， 册 命题 
4.39 和 引 理 4.6 得 到 
V (g(x dm, 4D), 1/(8ау) 
= потат), о) еа аа ES). 
定义 函数 
G(xp 4, 8D) = Фе 1р(ут, 4, 80), 
© (ж, 8, 8D) 
1ге! (2 )(gGo, 4, 40) = gO, 4, 8р), 


然后 归纳 地 定义 
Gre, Б, 8D) 1 0, туне FL) 
x (g(x:, 4m, 4D) ~ Оп, 4m, 8D) —2-1д(ул, m, 4D) 
ибт) mle? D n(a)a(l,ay-tt 
кан 
/ 2a/ (i, а) ` 


x ere Te ay / 


Gon, 80, BD)} 
及 
GG, и, BD) = 120, пет (ОЬ L) 
x [зо dm, 8D) -2-19 (у, т, 4D) 
(тутт „22,1090, аута 


І 
x erste me ва, 4a, ару}, 


X masl pJ, ELER G (x, m, 80) =G (r, M, 4D), 


WJA HER G (z, 2%m, 8D)(7 =Ü, 2, 3) 仅 在 
Ym ASH, CIAD MES, BIE 
BHRAN 


VG (x. т, 8D), 1/ту=1 (m), 
VG (Ze, Ат, 8P), 1/04) ) 


182 Ha Ky | MRA Biserstein WK 
=F (Gn, 8m, 8D), 1/(8m)) = 1, 
V(@(xi, m, 80), 1) = -m7 (2, тузеди ЖОЛЫ 
V(Gx., 4m, 8D), 1) 
= 81 бт, my eric Tees 
VG, 8m, 80), 1) 
= -8-3(1 + ym, тузе, (Fae) 
(4.4.12) 
W(4.4.10 д, Ти ЖЖ 
GG, 8m, 8D) (m|D), Өз, 4m, 8B) (m]Dy; 
Gx m, 8D) (miD, mal) 
Ж e (8D, 3/2, xD 的 基 , 从 而 定理 成 立 . 
MEZE EBD, 3/2, хал), ELKA 
JO, m, 8D) =й Оп, m, 4D)| T (2), 
(ка, 2m, 8D) gC, 4m, 8D) (709), (4.4.18) 
gta, 8m, 80) =g, 4m, 4D)|T (9), 
利用 命题 4.41.4.43 я 4.39 不 难 证 明 下 述 二 个 命题 ， 
命题 4.45 GBH, т, 8D) (mal) 属于 2(8D, 8/2, 
Xu), 县 
V(g(x=, т, 8B), 179) = – 2°97 (1 + tye (т/а) 


annad, "ias (2069) 


(хаз, m, 8D) 在 8(8D) 的 其 他 尖 点 的 值 都 是 零 。 
命题 4.46 Beg (xa, Im, 80) 属于 e(8D, 3/2, xn), A 
Vg Gat, 2m, 8D), 1/a) 
= 2-541 + iju (n/ajam iq, ar 
21/0, а 
хел eD 小 
Vigi, 2m, 8D), 1/(2a)) 


84.4 EN, 3/2, Q) SR (D 185 
= —2-1(1+ 3) e(m/ajyam lt 2 (4, a)! Ezkia) 
(Уб, a) 
хе) 
0а, 2m, 80) 在 8(8D) 的 其 化 尖 点 的 值 都 是 零 。 
命题 4.47 两 数 g(xar 8m, 8D) BF e(8D, 3/2, Xu), B. 
Vlg Cr, 8m, 8D), l/a) 
= 221+ i)u(m/ayam-ul2(1, а) 1 
2/0, а) 
aay) 
V (g(t, &m, 8D), 1/(2e)) 
=2-1(1+ wma am a(l, а) Зеру 
(UG, а) 
xe (201) 
Vigla, 8m, 8D), 1/(82)) 


=p(mfajyamth2(L, ay eran 


-1 
X En ne) 


al, 四 ) 
Т, a) /* 
gin, Sm, 8D) 4S (BD HR HR MLA ДЕЕ, 

定理 4.48 жж 

gta, т, 8D) (m! D, mæt); (к, 2m, 8D) (m| D); 

gixa, 8m, BD) (miD) 
Ж e(8D, 8/2, ka HUE, 

证 明 令 

G(x 2, 8D) = (1 -ileg (x 2, 8D), 

Gun, 8, 80) = 1271 (gC, 8, 8D) ~ g(Xu, 2, 8D))。 
设 了 为 力 的 任 一 素 因 子 ,定义 

G(xa, p, 8D) 

зец q, ТЕ Paar, 8р), 
yE mel, 归纳 地 定义 

Gta, m, BD) = 20200 — 1) Ç, m)! 


UJU, з 
Е т; хи, т, 8D) 


184 жаа U93388) Eisenstein RA 
+ ti mom! У) р(о)а й (1, ay" 
атн 


А WI, о) \ 
x aate (PAED -) Fem s, 8DF, 7 
/@, т). 


© (жш, 2m, 8D) = (1- #91440, memamel ice 


хоо, Im, BD) ~24gtar, m, 8D) 
72105 Dam en, ROL a7 
we (Шош 80 

G(s 8m, 8D) =1-12(1, my! seit (PY) 
хоба, 8m, BDY = gG, 2m, BD) 27100, m, 8D) 
-aonya SD peall, а) 
x evn( ИЯ 9) вам, 8, ару}, 

从 而 我 们 有 
VG (хи, m, 8D), Іт) =V (G (xa, 2m, 8D), 1/ (2m)) 
=V(GCin, 8m, 8D), 1/(8m)) =1, 


VG Cn, m, 80), 1) 
= -т-ц!, myten ( Hh- А (4.4.14) 
V (Gu, 2m, 8D), 1) ua 
= BHM, ту! emt Bt ( YN ) 
7 (GG, 8m, 8D), 1) (ыу 
= —2-52(1 + iym i(i, тузе}, m (hea o ), 
从 而 可 证 得 定理 。 
由 于 空间 e (80, 3/2, xsr) 的 维 数 与 e(8D, 3/2, x) 的 维 数 相 
П, WY (2) 是 线性 的 ， 由 (4.4.13) 式 及 定理 4.44 可 给 出 定理 
4.48 的 男 MEB, RGE ЧҮ ЖШ ОА Ж Q(xa, m, 8D), 
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(хи, 2m, RD) f Ge, Bm, BD), 
RA RPE БҮЛ LAT — ERER Zeta 函数 , 设 
Је) = È amel) EG(N, 3/2, e) 
是 所 有 Heche HF T (p) {БАЕ А Ж, MIL ЖЕДИ Ay, W t 
为 无 平方 因子 的 正 整 数 , HN BR ХВ 3.40 gih T f BY Zeta 
函数 的 Eular 乘积 表示 (到 x=3)， 
< -1 
alin?) nt = lee (nt 2 jp" 
Соте alph. = ro 
x (1-р керо) play, 
wef о0о, бп, 40), KM MST Cp) = f GB plm) 
BAT lp) = pf GH p| Dn). RRR IRI ER, Ф 
a(n) = Min, 4D) (AQ, in) 44-4) 
x TIC, m) -pine 
PR 


E 
FITC = $b еба), 
an Е 
Tan, tangs) (AQ, Ing) -47(1-%)) 
TUKA Cp, Pit) = p”) 
= LoL, xr) AQ In) -4C - a) 
xII, 1) -p 


ppe 

атеш, т 为 无 平方 因子 的 正 整数 ， 以 (р) к In BLAS 
PIM. WARK 

Вз(та?, 0, ха, 40) 

cumin Е аруз 

Hg) =0, W 

Bs(zo2g2, 0, хп, 4D) 

= (14g (99071) 670, 0, хо, 40), 

Holts 则 
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Bs (zG29°, 0, хо, 40) 
(саса) +1222 as pe 
=( > z “> ra у Въ(то?, 0, хь, 4D), 
Ж т, gio, WJ 
А Kayesi agos 
pa(rosg5 0, хь, а) =( D, Uren) > г") 
= 气 


a(S r-rata Зат patter, 0, хо, 4D), 
利用 定理 3.30, 4 (q) =0 时 ,我 们 有 
Bln) = 4001-97100, (9) an!) + xa Cay} alny 
=(1+@)e(n), 
4A) = 工时 ,我 们 有 
bln) =algn) = (1+ а(н) 
当 alt, h(g)2=3 时 ,我 们 有 
b(n) ={a “sy “SU rey" 
E CICALE (AGE) -1),2 - 
> r*)( s r) "ш =(1+¢)a(n), 
Sart, glo 时 ,我 们 有 
э) B pep) “үн г") 
“р: к А; g а 
XD Be y. 


cs a сад) 
+ RAY te | gr 
2 Thal) > 9 ) 


十 


х 


S T* ka (g) vey lata) 


=@+фа(), 
因此 
IOn, ёп, А) TF) = (1+) дО, 4m, 4D) (q12D), 
我 们 得 到 


Sa in®)n-* 


$4.5 eN, 3/2, ауес) aT 
mot day руа" 
x DO- d- (1+) + yt 
=a(t)Lya(s, id L, (s —1, id.) Dim (8, хи). 
АШЫ. g(x, m, AD) RA g Ga, Фт, 4D)， 相 应 的 Euler RBH 
аб )1.(8, td Las —1, d.)D, (8, Xe), 
HF ga, 4m, 8D) |T (2) =0, He у(х, 4m, 8D) 相应 的 Pular 
REH 
а(уье(3, td.) Ln(s—1, id.) 1,68, ху, 
函数 (ыа, т, BD), (х, 2m, BD) AM Ou, Sn，8D) 所 对 应 的 
Eular 乘积 分 别 为 
a(t) Lyn (S, #@.у (8—1, 10.) 1208, Хаи) 
а( Tpm(s, i8.) Tons —1, #8.) (8, xa), 
a(D Dona (8, id. ) Tan(s -1, i.) Tanks, tau), 


84.5 eW, 3/2, o) HED 


RHE gy УСМ) ARE ARE о, 本 节 将 构造 eCN， 
3/2, Фуу Ж, ИРЖ оГ. He HEER, YHA mA A 
特征 .对 任 一 素数 p, 我们 以 Cp), FCP), тр), AHEM о, 
f, m，… 的 标准 因子 ЯЛЕ SOP БҮ Ж ph Ж qk (BJ po) |o, AE 
等 )， 为 了 简便 , Ур) Ур nlp). 

二 元 对 ($0), 车 适合 下 列 条 件 之 一 , 称 为 大 许 对 

(1) 4n(2)>4 8], c та 

e|W, mite, N/c)|N/f, (4.5.1) 

(2) Yn(2) =3, 702) =3 Bf, c Mme 

eN, (0/2200, N/e)|N/F, e(2) =0, 1, 3, 

(3) 当 %(2) =3, 70) =0, 2 时 ，e Mme Z (4.5.1), R 
с(2) =0, 2, 3, 

(4) “4 n(2) =2 BY, ошт (4.5.1), П e(2)= 0, 2, 

允许 对 的 个 数 为 
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dee, N/e)), Hae, 


INCOR ONE 


3 Зуу 9/9), HRA) =8, 


OLN CORON 


2 D ole М/с), snl =2, 


КОМОК 
Hep N М/о, р, ht IE, VEA 
全 侦 的 原 特征 ,以 * EF, НО", OS, 
G) ФНЛ, Gi) @ = (4.5.2) 
二 元 对 O", D 的 个 数 等 本 eCY, 1/2 оуу, AE BORE 
对 (ре, D, A ERAB, FERE S, EEY, mR 
EST, WMT рў, H m= r ш 0и et, Ж Aw, HUME 
时 ,我 们 还 和 有 个 约定 .对 模 素数 舞 P RE RBE, EINT 
能 的 适 台 号 = 大 П p OR patt, 当 p=2 ВМЕИ, ЯНЕ 
Rey, EE RE рате, 
g=2'rt TT po, (4.5.3) 


ШЕЛ 


其 中 


1, Ær) =0, (2)>1, 
O, 709) =(2)=0, 
тре 的 导 了 ,所 以 (2 不 能 昆 1 或 2。 出 (4.2 的 全) 可 知 
Ber TT pele, 


Per 

Ha 5D) BT 81 7(9)<2-e+r(9). 38 р'т, WFE 
r(p), # pit, pir, П Ср) El WERA FIN, Bime 
R 1/0, 4 a(2)=2, 3 时 ， 总 有 E(2) =0，( 站 是 一 个 允许 
对 .我 们 称 这 样 的 允许 对 为 例外 对 。 每 个 二 元 对 ( 扩 ， DD 对 应 唯一 
欧 六 外 对 、 例 外 对 的 个 数 为 6CN, 1/2, 96) 的 维 数 ， 南 《4.4.1)、 
(4.4.2) 04.4.3) RT qt, 非 例外 的 允许 对 个 数 就 是 eC(N, 8/2, 
СЕЗ 

将 六 的 折 有 因子 排 个 次 序 .首先 将 六 的 素 因 了 排列 为 Pu=2， 
ра, y Po МЕД о Л Е 9) (еро), (1), с, 


1, #r(2)>3; 
|- 
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cp), Bete AVON TAT, BRE AEIOU sis 
n), E (pay Lal p), Ж ер) = (ро) (051 < 3), RANE or 
位 于 вз 之 前 , 记 为 axe, ЖУ ИЕТ A ТИ. 
我 们 知道 
S(N) = {dfe, =, daa fe | olN} 
是 T (N) 的 尖 总 等 价 类 的 一 个 完全 代 家 系 ， 其 中 gle) ple 
М/о), 46 gfe) Ha (2/00, N/e)Z)*, ченж, H 
SCV) PRA HGH INE, ТЕЗГЕ 4 e HY g(e) 
个 尖 点 之 间 可 以 任意 排列 ， 这 样 就 得 条 了 SCY ) h PARA 
个 排序 。 
本 节 的 主要 内 容 是 构造 (У, 8/2, укр, 
对 任 一 非 例外 的 允许 对 他 5), 我 们 定义 一 个 画 数 天 ($0) (2) 
ee(N, 8/9, o). 使 
VEO, е), d/e) = 900), ad) (4.5.4) 


及 
VFO, е), 6/8) =0 (0x8, BIN), (4.5.5) 

КИЕ d, AOTRET Y, Ho Wed) 0, E 

SN) = d/e, oy daie | ожа) 0) 2.) 
Е НВА = VEO, о), з)), A П 1 函数 
Вор, с), А р SCN) 中 的 一 个 尖 点 ， 在 函数 集 
也 地 中 也 可 直入 一 个 排序 ,首先 护照 o 的 次 序 ， 而 在 同一 个 
6 кей КО, с) 之 闻 可 以 任意 排 询 、 甩 的 行 按照 函数 
FC, с) КТЕЙ, А 的 列 风 按 照 尖 点 8 的 次 序 排 列 ， 利 用 
(4.5.4)、(4.5.5) 式 及 下 述 引 理 4. 得 可知 委 是 满 秩 的。 因此 我 
NUT A RE PC с) AE ЕСУ, 3/2, фу 有 时 在 
(4.5.3) 式 右 端 还 会 出 现 附 加 胃 项 ,但 这 时 可以 证 明 它 并 不 影响 4 
的 满 秩 ， 

RIIE ERORA TRIER JUNI S 

引 再 4.49 ie YTRER (Тб ср (пу) WE n 的 所 有 竺 
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征 ， (1=}=е(в)) 是 (22) -AARE R, МОЕ 
@ Созу) Ж фп) ВЕЕ 
引 理 4.50 设 @ 为 模 ” 的 原 特 征 , a 和 Wee, B r4n, Hl 
абаз) <0, 
= 
证 明 IH Fi, 07, nar, 存在 整数 po ols (C, 
njðj=l 我 们 有 
@(1+{т, пу) S o(a tnb) 
b=l 


=a(1+ (т, n) bh) PEGI ayb) 


С 


aes (a+ (т, n) (b(1 + (т, т) bp) + aby)) 


КС 


= @(а + (т, n)b), 
可 见 引 理 成 立 。 

引 理 4.51 уолу МЕ, ГИ 
Ë, Evo 为 模子 的 原 特 征 , Л] 

È oad raf/fm = ети, 

Ж lej=1 

证 明 利用 特征 的 积 性 ， 仅 需 考虑 避 = pr, f=p (8227) 9 
情况 ， 这 里 是 一 个 素数 (也 可 以 是 2)。 若 5=" (这 时 P 夺 2， 因 
фо 是 模子 的 原 特 征 ), 则 

Syao +a) Soya b 

2 2 


Ра 


Н $ H(ab-!ya(1+a)5(1 +b) 


Fi иб 
= Syce) > в@(1+(е-1)5(1+5у-1) 
л түш +b 


= Sof $ a(l + (с —1)5) 


E 
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-Sod (e= lypby- Sodsce-has уу} 
= р" р унар") -p= Ziyod rap!) =p, 
散 后 两 个 等 式 应 用 了 引 理 4.50。 若 >7, W 
$ poode pra $ pojad + oy 


= 5000) $ ad+p(e- Hoe prb) t) 
ADT а 
" 


асел 
=р'- рў арт) =P. 


ЖНА m 每 个 和 ne h 9 не Ж й 


MASDI Papai. Foy" а 两 种 tite. 
(D Gy) id, 
对 于 给 定 的 非 例 外 允许 对 (加 6)， 定 义 下列 参 数 ; 

Pi SERS CCP) < SPORE ре ZB, 

m, RHA f (p) «т Ср), m(p)> 0 [0 REE р”) ЁЛ, 

fa Tees Отпр) < fp) =e (p) ЖА pri) ZR, 

fi EER 0=m(p) <f(p) e (p) BJ ЖЖ DOL, 

щ IEA р о, рет, telp), ер) <m(D) 的 素数 p ZA, 
ú LIAS pic, pm f, 2 ECP), CCP) <n(p) MH p Zs 
% 是 适合 ple, pmf, Whe p), (р) =n(p) MRM p 231, 
о, BIBS plo, pim f, ®'с(р), e(p) =n(p) ЮЖ p OH, 
we oN, рї] WHR? ZR, 


P 


f = 20, fi= П, pir, 
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mya 2", m= [Tn Ga, 8), 


PU BAA f = АЈ m=monynyms, Ab je MJ (fo 
Fi) = (mi, ma) = 1, ўрр' М, 则 了 能 除 尽 集合 (fu, т, fy Say 
їй, Vy te, Voy W) Е 

将 特征 @ 和 相应 分 解 为 

@ =Цвь ф 

其 中 @ 的 导 子 是 f (0<i=<4), p PET 3k m (003), 

EHEER EO, с) 时 ， 将 区 分 下 列 五 种 不 同 的 情况 ， 在 每 
一 个 情况 , 我 们 首先 恰当 选择 正 整 数 N. Q, n 及 特征 Ф.Ф. H; 
h p ERN ОВЧЕ, H 644. Q 适合 条 件 @ N, (Q, N/Q) 
= 1。 然 后 定义 下 列 函 数 ， 


9-9 DO =E, NOW — (5.0) 
Beh, су) = Sa (Noes so), (4.8.7) 
9=9(4, e)(2) =hiV (0), (4.5.8) 


其 中 为 和 WSF. EG, Ny (1.2.29) 式 所 定义 的 Буе, 
Му, (0)5Ж ЖЕЎЕТ, VO ЗР ГУ. RIA ЖОЖ 
gE ECN, 3/9, @)， 并 且 在 尖 反 的 信 具 有 所 要 求 的 性 质 ， 对 在 一 
АЛИ ө, оге) TL), Rieke LNT, $ 
N = fam ўзи, Q = f m tao, 
af =e (тут fafano), E= elm Tur, о/ тутуту, 
#=0o P, 9, лифа, ОКШ e= CZ), 
Жор of BOLO RF, Hm! 是 5 的 导 了 。 
情况 1 002) 24, (2 < 了 (2) 
BAUR 
Ny =[8, VOJN, Q = 8, BIG, =n’ fn, 
Фф =® фо, Ф Fo, 
Kit. 9с етос", AWE ЖШ N. 的 特征 ， 由 于 
(602): = (Gov)? Gv")? G9)? (6.084161 
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及 
= (Bf) GF} )* (дй) (фий ую}, 
ч F(2) > 0(2)>m(2), F(p) >e (p) (p, fr) mt, HB) id., 
ИГ Н disid.. Al api 3.32,3.33 及 3.31 рр ge e (Ni, 
3/2, юфх„), h€ e(ON,, 8/9, ax,) Ë gE #([8, 2] тыта 
wwe, 3/2, o), ЖЕ 命题 3.33 时 ， 利 用 了 [4, 0, ДА, н 
(4.5.1), Ятлар) amin (e(p), n(p) —е(р)) <n(p) ~ /(р), 
SRI р) <F Ce) CM p| f) BF, Ty elp) =min(e(p), n(p) — 
с(р)) тр) -f (p) ERY p=? шлу Ws f (2) <2 时 ， 
WAT e (2) +Bcdecn (2), AALS, 2] f mmanuapa ЕМ A 
POER uu, Жл їй дї Ж HM g€ e (N, 3/2, фу, 
ШЖ 4.10 和 4.18, ок S (Жур 1/(fsfam) 之 外 的 所 
ДАРИКА, Vier, aj а, аз 
Files] proas +3, 4), аа H po, ao] TL em, 


WEEK RA dfe 一定 PANY BOVE SCM (е, Nyy Bd 
БЕ —Л А, a 0 = mommy, ATW, RAR A ЕЛЕ SCN) rh 3 
如 df (тулушу ажи) RARER, REFERE A 
用 a6=1 的 情况 ,所 以 令 o6=1, 我 们 有 

Mat аан) 090 (2+ денат) 


түү} (аз хушу ТУТИ 


= BS ванила) om!) 
бшш). 
Еа 从 适合 
d+ fRogests=homy', 1) отуі, 
ЭХ A МЕЖЕ. {ЕН А РА, 《4.5.9) 式 中 右 端 的 分 数 对 应 的 
RER: NY SHY Afi), & 


(4.5.9) 


V(t, -— а mam) 
GMA MIM att, 
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= Babu. (maj) (omg!) Si Comi j) 


xV (s, A jann, (4.5.10) 
设 
(с Dh ata) ie pler 
w 


D=asaas/(fsfa) (T8, 2] frm), 
А = А+ jas mi" (fs fir). 
将 6 写作 c [2 fm aa ер] ебад], ёа 008 209), IH 3| E 
4.6, 我 们 有 
V(g, A+ fescue) 


EETA 
= 0300. + janan B oB (- EES.) 
хес) (таала Wg, 1 faf) ), 
(4.5.11) 
BN 
(hmad) (лты y, 
7р )= agdas fa fao 
Сеча) ере oE fafa] faf aaas) 
ayy D 
К (уат) 


=87' (Dye (el fafaj эчу (ol faf la) 
ГА а y mom miii \ 
лен ТАРТ азата" 
注意 cie тш] 是 平方 数 , Н (4. 5.11уп[ 8 
vi (o, А + Jasa шут! \ 


«ушш; А 


= BMA + jasa sma! AORA Кын ) 
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xe(e[fsfdJw)e-'(e[fsf 1] fof anam) 
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xf? =. ) 
Volfafil faf rsars 
[2 тошу) \/ Mmmmh 4 5.19, 
Сс (лш аа) р ) 
考虑 和 式 


р} (от! }) ду + jasa дут!) 
> 
= эф (omg!) $ Polomy j) 698 (d + joany?) 


= уз (дуз (oe) o (ота!) Ў Сан + jemi!) 
这 里 利用 了 4 与 ms 的 互 素 关 系 ， 因 为 8 与。 EE Ж, Ars 


maf (ma, 03f31)， BQ faida/ (ma, aaf), HA naemu ў, НЯ) 
4.50, 我 们 有 


BRIM + jamin) 


раба + dn) ау (1+ aas/ma + bas/ (ma, es fs2)) 


=$ Әй + aa ma) Zila + bn) =0, 
Tü 4 m =ms BJ, Ж as= fs HSI 4 51n g 

ži 3307) 30801 + Ffa/ma) ə=0, 

将 (4,5.12) 代 入 (4.5.10) 式 ,并 利用 上 述 结果 ,得 到 
Р (А ааг) 


ammi; J зал, 
=DD (d) Xa ol ma fafa] f een) 
х фабри (ages e(olfafa ride Col fafa] f is) 
r e[2 f льщ ТОСА 
х ( y aa OS Ua » 
其 中 常数 2 为 
(тартуы ) 


Cong зоон om уой Fm) (рыт 
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AD 
x Beto PBR (Fir) SPDR + утту, 


ORE, ARB a, а я СР]. 以 下 总 以 p 表 示 一 个 非 
零 常数 ,但 它 的 值 在 不 同 的 场合 可 以 是 不 同 的 。 
以 tT 和 和 «表示 适合 条 件 
т\с, (т, тоту Јана) =1, al FJ peo 


AG TERR, HTA = с (тутт, fof gar), RE 
Vea, д/(сат-1уу = z-3⁄2V (h, ат/ (mmm, fs f ary21)) 
=DD (dt) хз. (elem, fae f Jati) 
x oom px aelel ўза) 
хет ера) ("лт у "им, \от-32, 
(4.5.18 
TE q # 8 (уз Rb takiy 8383. 
设 1 3 AO BT WER. HEA t! (Уч, N/c), SEO, 
ct) LPR, BRAD, Row f 的 一 个 来 因子 ,车 
ap) —e(p)=min(c(p), o(p) -celp jnlp) – f (p), Walp) 
= 0р) -1<п(р) - р): 又 车 c(B) <n(p)- Cp) <a p) - 
F(p), Bl еСр) +1<п(р) - Ор), 因此 (et Net) N/f. 显然 
WA mi (ot, N/et), 这 证 明了 (加 ct) 是 一 个 允许 对 。 RN 
жне VBR o (9, сї), 
定义 函数 
FQ, ¢)@)= „2 Ов юеш (e [2 fums]mamami) 
хее а) етага vt) g (0, cf), (4.5.14) 
WHEY, о) е0, 3/2, о), B Hati, RMAC, ct), 
&/(ear-0D) =0, Baal вї. ph (4.5.13) 式 得 到 (注意 CHL] 
aol fd): 
Via, e), d/(ear-1)) = 0-00 (dr) ха (ст fa flow) 
x moo px la) elel fof dnye (elf f lan) 
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«(& Зл уу аташ. И yE a(t) =0, 
最 后 得 到 
VFM, с), d/ey PGB ee), (4.5.15) 
СЕО}, в), 2/8) = (4.5.16) 
Дин о®—6/е[2], ne 
情况 2 n(2) v4, m(2)-:3, f (2) sm 
RÜR 
Ny, =20O Ni, QPO, n= /me 
[обл EFD 
Іо ЖРО) 
[Bwb ESO 
Сер, РО) 8, 
其 中 mi 是 оро WSP f(9)>4 08), тет (7 (9) 8 
时 )。9 RPA osmo, ERE MT o 是 模 КИЧЕ, В. 
Orid., FER NM, oN yn ЕЛЕУ, ЖИЫ 工 中 的 同样 方 
HUMRA FG, 0c eN, 8/2, o), (4.5.16). E 
[от B3B CA) хабс"), HF F(2) 24 
| 08:930009) xe(0*)， Ж 709) -= 2, 
(4.5.17) 


1 二 


„= 


VRC, о), а/е) = 


оа, ое X hn F, 
情况 3 
G) n(2) И }‹@)+18, m(2)=2, 309) <e(2) <n(2) —3, 
Gi) я(2у 4, 008) =0(2)-2, m(2)=2, оуд, sid. 或 
Hae BO р 
(Hi) А0) =8, (2) = 1; 
Civ) a(2) =3, on 0, 
(v) nQ) =-2，c(2) = 
我 们 取 
Ni-aN, Q-a, рт mes 
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Ф = 501,0, ba = tobe. 
EG ау) (у) о = (8, 20), FE Gi) AGI) aed, 在 
ERRAT, 0 总 是 模 和 1 的 特征 (注意 Obikor WET. TE 
Gil) ys, FQ) =3, m=1), Grid. Ó 的 导 子 = myo” 能 除 尽 
N, Hod 能 除 尽 妨 ， 所 以 仍 利用 情况 1 的 方法 ， 可 以 找到 
Fy, 0)E e(N, 3/2, oy, 使 (4.5.15)、(4.5.16) 式 成 立 。 

情况 4 n(2)>4, }@у>4, m(2)< f(2) <c(2), 

我 们 取 

M=BOM, Q=Q, т=т/%®, 
Ф, = Oop Xag Ps = 和 Po 
这 时 = 0407, (2) + 6(2)- m.2), RU ON ЫМ, Ж 
似 了 情况 1， 我 们 有 gE (Ny, 3/2, офіх,), hE (ОМ, 3/2, 
Фу„) Ë QE e (mafim;ms_auaee, 3/2, a) ce(N, 3/2, ay, 以 om 
KREA 2! ®) 1а | 2002) fy TERE, аз, в, os 定义 如 前 。 又 取 整 数 
Гм, 使 其 适合 
а ўе озоцоң = Мпутид, laj ammu, 

类 做 于 情况 了 我 人 有 

V (h, ) 


Gomme esi А ж) 


пута _ А 
= рур (moms q" ент" > Фора (mmsu J) 
A + јодозоцазтуіт 

xV ( Ф БЕ 


КА ГОО) ИРАДА I/29 fsf). BBE 
А 2) 1 -£ + jagaa ma tng? À 
( аел) E ауу s ) 
А В 
(2 >) ЄГо(А.), 


D= аџазоцаз[ (219 ец) (fima), 
А = + јадац (тут) (219 f f ne 


84.5 E(N, 8/2, Фр) 193 


арр 
At шуу ту! mg! 
7 


= боба 9008 (À + Jergigeragmg mz") 
х вд agaaga (UO faf 401)) 
7 210) тут, Мурадла ца, 
xe(D) í П Е 0 ау 


xV (g, 1/2 fof). (4.5.18) 
( e Аты] drami aS aa) 
D 
se 1( Dye-1(e[ fim faf mimi fs зана) 
x e(de[ fim, fif (mimi f за 65) 
i D 
(sop maf TERI TEER 
将 它 代入 (4.5.18) 得 到 


у (s. At = mail) 


=p 0003 (À, + }#®ооза ату! mz!) 

x ©0102 (тоу as (25 fs far1)) 

хє(4е{ fim fof Qui fJ аф + amal) 

xE (cT ima fs f mimi fsf asa es) 

910) +002) ду тути. 
ле fae п A аца ) 
x( Oe Weg, 1/2 уа). 
"eJ куры janas 210 Ray 

Faban еке Усы, С, 
fil FS] 4.50, 可 w. Ч то>1 时， 上 述 和 式 当 且 仅 当 ao= 
2, a= fa BREG M mas L h, HERH os = уз], LEMAR 
RHE, 类似 于 (4.5. 14} 式 定义 函数 H (Оф, 0), Amol n, Д 
Оу, Ney Ree М/с), BHC, 6) 适合 (4.5.16) 式 


здо 第 4 POR any Eisenstein gr 
及 

(Рр, с), 8/0) 

= обоз арх, (A) zle zelde” 210-900), (4.5.19) 
Bn’ фу WET, BeQ<fQ, (Qe и) < 
(2)、(4.5.16) 和 (4.5.19) 式 对 27 (рх, oy R РУХ. 6) HRR 
ў. 令 
Fb, e) =F (фу, 0) Eixo") E (fxr о) 

( 当 FQ) -m (2) 22 Р, Ч f (2) -m (2) =] 时 取 * 一 ” 
号 )、 容 易 验证 了 了 Gy， 06) 适合 (4.5.15) 和 (4.5.16)。 

情况 5 


(i) n(2) 4, f (2) <8, о(2у-2е<6(2усп(2), m(2) = 0, 
(ii) n(2) 25, (2) =n(2) –2, m(2) =2, wor, = Bh X25 


Gii) n(2) =8, ¢(2) =2 或 3; 
Gv) n(2) =2, 6(2) = 2, 
我 们 下 
Ni=aNl, Q=Q, тела, 
Фоо Ób = 08, 
其 中 6= (8, PY), эң 0(2) 2, n(2)=4at, /(2) «2, 所 以 由 
BERN 的 特征 。 类 似 二 情况 如 A Ср, с) 适合 
(4.5.16) 及 
FFC C, с), усу 
= pid bb (9) ҳабс") е(9с" + afm), (4.5.20) 
FRA UL 4 MATS, TABAN REN LO, с), 
жй l. 48005 fate T (602258 ба, AUF AAS EAI, 
(E) (Ey) = td. 
IH (aig?) = id. 可 推出 ， 
G) # F(2)>4, W m(2) =F (2) + 1, H 70) 8, W mea) 
<4, 
GD) cif ema AM RFNA os Па» o= 
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Ths (кв )) 

Gii) 3 pim, Bt, 7р) =т(р); 

(у) f=m=1, 

因而 @ = 01240,00, $= tor, ЖЖЖ ur, ш, 9 о 如下 : 

u it FIGS Pifo ср) <n(p), 2;c(p) 的 素数 p 之 积 ， 

us Ж u, BIR DI fay e(p)<n(p), 中 e(p) 的 素数 Pp 28, 

of GA Pl fs ep) =п(р), 2|о(ру Жр: 

Ut DAA P| fo ср) =n(p), 2k (p)B9 383 p ZH, 
于 是 我 们 有 


хаб) =e, (d)x (eL f uin), (4.5.21) 

在 下 面 我 们 分 九 种 情况 进行 讨论 。 在 每 种 情况 ， 我 们 选取 一 

个 特征 名 ,整数 9 审 函数 9(z) =g(0, с) (0), BS Ф = фу, 
按照 (4.5.7) 式 和 (4.5,8) 式 分 别 定义 (加 MOG, о), EH 
nh BALA об, e) € eN, 3/2, 9)， 我 们 不 再 逐 - ШИЙ 


一 种 
这 -事实 ,而 将 它 窒 给 读者 。 
令 
Na = ратио, б=с[ть]шщ, тр = (myto), 
Фе = of = muh, 
其 中 тъ Жыз, WAREZ BOHR, m; дї m, 的 因子 。 


平方 因子 的 正 奇数 ,7 ADM ET, fE 84.4 rh, Ri 
BRIJ (8D, 3/2, x) H-A: 
G (xn m, 80) (m| D, mæt), Сх, 4m, 8D) (|D), 
G(x 8m, 8D) (m| D). 
e(8D, 8/2, ха) 的 一 组 基 ; G(xt, m, 8D) (m| D, mæl 
GO, 2m, ЗП) (m| D); GX 8m, BD) (miD). 
(р, 3.2, ж), ӨО, m, 4D) (miD, mel), G (Za 
4m, 4D) (m|D), 
情况 1 G) (9) 24, n2) -2-Ge(2) =m, (2) =0, 
Gi) (2) 5, o(2) =н(2) — т(2) = 2, OsX» = X> R Ха 


A Р Л Eisenstein тЫ 

(шу n(2) 3, c(2)=2 或 3; 

(iv) n(2)=2, (2) =2, 

ЖИП $, = 00, 1-1/0 Ж g = G(6,, аш, ӨЛ), Дин в-(8, 
>), BI Ф ERRE, dsid, НФ Л aN, 的 Ф. 10% 
о = туо", ЖЕ (1), Gill) (iv) dt my = 1, ARGH) ца mo = 4, ms 总 能 
除 尽 g。 这 时 &E є(ао[о, №], 8/9, ох,), 4E (асо, М.т 
3⁄2, о) ce(N, 3/2, o)。 利 用 (D 中 情况 5 的 方法 ， 可 以 找到 
кф, e)Ee(N，3/2，o)， 使 其 适合 (4.5.16) 及 (4.5.20)。 

情况 2 

(i) n(2y>4, e(2) =n(2) -2, m2) =2, ox, = id. R X-u 

Gi) n(2) =3, ¢(2) = 1, 

在 G) R $í = Hob, л 1/4, orl it, Rg = (Ф, V 
81,), ща = lm, Ry =G(b, 4, 8), EN i = x Hen š S 
N. ГР. GDP Ф =O, п= 107/2 Rg =@(Ф, Wi, BN»), 
这 时 70) =3, Фф = x=, [为 加 ,的 因子 。 在 两 种 情况 下 ， 部 能 
证 明 9 适合 (4.5.15) 和 (4.5,16) 式 ， 以 Gi 的 证 明 为 例 ， 我 们 知 
щй (FE S(8N,) 中 的 两 个 类 点 1 和 17 (2р) 2, Bea eI 
和 和 适合 


d+ 25%, hol, 


我 们 可 得 
Veh, df (ат) = $, (g*) (OV (g, А/С) 
= р®,® nb (d) z, (e) 
x 
Vth, @/Ву=0, (207—8, B 89: 2) 
这 里 和 用 了 了 外 = (2, (1, 91) = 及 (4.5.21) 式 , MFO, о) 
=o, сущ, 

在 讨论 了 情况 1 和 情况 2 之 后 ,以 下 我 们 仅 需 考 虚 ， 当 mw(2) 
pA 时， 有 52) a) -8; 当 n(2) =2、3 时 ， 有 “5(2) =0。 令 
b= (8, D), (DBS Hate A ОРА, A vo 
Bobo. 中 的 导 子 是 mo。 


54.5 eN, 3/2, еу (D “4 
情况 3 n(2)>4, c(2)<n(2) -3, 或 n(2) =2 3,c(2) =0, 
wal, 
4 $ = 00, N= W /m K g=G (pis ©, ON), 可 以 证 明 900, 
с) (4.5.15) (4.5.16), RE, c) = оф, с), 
情况 4 п(2у:>4, «(2у<сп(2у-8, 或 n(2) =2, 3，c(2) = 
0,9 =1, al, 
що К Ар, 6,06, m=n'/(map) 及 g= 
Gd, р bN.p), h 以 类 为 它 的 9- 分 量 ,在 SCN) 的 尖 点 中 ,名 
ВЕЕ З п 4/0 р (0 = тоо", iD) ААЖ 5, AVA, 
4/(0р)) = v6. (0), хў о ЖИЕ— Ж T p 都 有 6(20) =n(p'), 
而 ?= 0/(0р), 在 计算 Y ERARE, KEAR (h, d/(op)), 
可 以 证 明 9 38 fe (4.5. 18) (4.5.17), ЖРО), e) = 9( су, 
情况 5 п(2у>4, (2) <n(2)-3, wn(2)=2, 3, с(ду- 
Озо =1, wal, 
Жр Au RAF. Reid, n = тт K g =G(d, p, 
DN), ЖЇН 
Vig, dfe) = V (h, d/o) = ф,( —-4уо%® (g, 1) 
= -Ф(—4@)уо%°р-1#„фу(р)у, 
Vig, d/p) =V (h, df (op')) 
=$- 4) ха, (PPAP eepo Sl), 
Vig, DE (44.10) (4.4.12) (44 1I, BIN, ox 
В, Bæcp' (t=O) mt, V (g, 4/8) = 0。 定 义 
A, e) = 606, р, bN), 
һо, ©) = DE јо, 
aC с) = Су (ор)) 
У (д, A/C pY) =pl- ) хар) фр) 
хфибр')ет!Ср')о? (20), 
mH В, cA Ва ср (#20), (т, 0/8) - 0, & 


令 


204 FAR PEB Uy Eisenstein t 
Оф, e) 290, e) –е,фф.(р)ф G, с), 

War, oael. Б. 16) 和 (4.5.17)。 

Фол = (8 EH, 的 因子 ) 
及 kalsel] maa) = а) 916, (d, HT, (4.5.22) 

TARE п(2у>4, 0(2) <m(2) -3， 或 (2) =2, 3, 6(2) = 
бше = 1, род UF ANE т PË УАР, 

Meat Ж ф =, H GTH О = me= mom, = 
cjo Eg = (фи. Fry ЫМ»), 这 时 入 ,= ana, = olma], 
N= М2 упа), ХЕ БОР) рТ аЗ На, 无 仅 可 能 在 形 如 ay/ 
(оа) (о| т) 的 尖 点 不 为 零 。 

Жахі, 将 ma Жу тата, Hip my bj a AK, Mo 8 a B, 
有 相同 的 素 因 子 ,可 见 mawl, 我们 有 


Mes d/(00)) = Hh (Ngle+ (Q+ ја) (оа) 


= ани (та), (mou) 
d + јат + jamu, 
{++ Лея детин, (4.5.23) 


存在 唯一 的 整数 党 及 使 
d4 ат, =n, 1<jr<man, 

Ж фә = biba, фа 和 加 :的 导 子 分 别 为 mal Me, ER 
Jama + juma, Eja Ena, 1 фаты, d+ jamat 
jamaa = ва, Bi elm, а Sima ER, We m AA, 8 
ТА j m, ож, роо, 开 素 。 山 (4.5.22) 式 可 得 
Veh, df (ea)) = rhox, Ўта) Ф, (man) (mga) 

x D Фу фа (батн) (ama) \® огул}, 


emi f fe mae 


(4.5.94) 
Bod e i, ja 应 适合 (+ jamaa, ma) = е, WH їй [Mamae 
BY, БЕА АУ ОАР, ЗАЛЫ e Е Roma аа, 
E ты RR Ma WRAY ЕМ, 我 们 有 


{4.5 2(N, 3/2, 0) MED age 


A BY 1\ a \ A В\ 
= Ye TON); 
(с МЫ (° р“ ©) 


故 Aza (ñi), 
Dam a/(efe) (Бшш), 


У(® „рер ) “Bd mo/ (eis)) 
жети (e [ms]ae)e (еттй) 
И ay 
(eee таат) ES 
当 ja 取 定 一 个 位 后 ，。 随 之 确定 ， 而 当 jo B B Z/maZ 时 ， 
a modi, LAER (ЕШ Mamae), Hih C4. 8.24) ap 
V (h, 4/(оауу =0, BIL BIN, о-{8 B}, A VC, 4/8) = 0, 
设 5= 1， 我 们 来 计算 (bs d/o), Ж ЖО" SAR Ads 
jma мп, Lac ft ста, 出 (4.5.23) 式 可 得 
Veh, do) =pl- d)o32V (g, 1) 


seed ome D ez S (eak) 


аный» ад 
a 
xY (% or) (4.5.98) 
EAS ен У SE), M esmi N, 
ай о, 
ба. Š. Be эб ая 1% ) 
=- 2 (= ыс ce ha jeñi) = 0, 


T e = ma ia 时 ， 我 们 有 


š (2) (л) 


саба) 


BOE) ж ee 
пантаў) 
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“уо anm, Ўрта \ 
= У =) > SP (a лы =) 


nian 
60-00 dm Буур, Cnr) От) 
PEACE e), 


жч. ы, ry (4.5. 28) шуа 
Va, c), dJe) =V (h, d/o) 
= 5000000), (0 mfia Oo 2 (Ae) y 
-D0 Ad) KA) Kele Ma) 2 (0) p 
(4.5.27) 
REHAT Ф = зх, H= m/V, P= Ж (4.5.91), 
(4.5.22), 常数 p1 与 p. 的 绝对 值 都 为 1。 р 的 导 子 小 于 
m 时 , 《4.5.27) 式 的 第 二 项 的 出 现 泵 会 影响 方 阵 A4 = (Рр, c), 
5) 的 秩 , 所 以 我 们 令 FO, c) = gxi с), Hop t =m, text 的 
Эрта, за 加 的 导 子 等 于 ms 时 , 则 
Ү(д(фх» су, а/е) 
= Dy фу Ad) ха (ст, )03/ (з) -gl oy 
- ао фа) ха (cm A, 0 (i) “VAY VA, 
ўуз, DOBLE, OH ex, е) Max, e) 的 一 个 适当 
的 线性 组 合 ,使 了 (加 0) 适合 (4.5.16) 和 (4.5.17) 式 。 
AFR AAT DJ B BE шро, = 1, p= fi, (W харав = 4), 
фаху ORF то, LTA WRB MET, Hoe, 
=x, = Ux, НН А = оға (2° Om), Xk B Т (4.5.22), 
HT mak = ome fa | N, хш 


e* = тА -1 
тофта 


SLATED Spt СКОК, Бу, 使 
9. = Къ Ta), 0/90 =a (4.5.98) 
ШЕ (4.5.3) a 7/27 =m, 1/220) =), Ko 的 导 子 是 2 (р, 
K, Шет m., 4m. ВЕН, К, 的 取 法 我 们 已 约定 了 。 
情况 7 n(2)>4, 6(2) <n(2) -3， 或 mn(2) =- 2，3，ec(2) = 


54.5 е(№, 3/2, o) ANTEC) 207 
vip = K, (nl fing nal), 
Ree. = Ки (А ети), о=тшщ, n= c/o RgaGh, n, 
BN), RATE 6 GE, 
VG e), @/ву = упо) (ҳа (с")0 3% 

— 20%,0;К, (Фуу, le") nlp, (4.5.29) 
RVG, с), 4/8) =0 (8|N, oxp). MEG, с) =90 с), 
ПОНЕС. Б. 29у КИЕ ТИЛЕ A BR 

到 此 ,我 们 已 完成 了 n(2) =2, SMI, [р 9, = К„, e (9) 
=0 时 ,在 上 述 条 件 下 , (0, 9) 就 是 一 个 例外 对 ， 以 下 假设 m(2) > 
4, c(2)<n(2)-3, ú, = K,, à, =WK,x1 (Ë aman), отш, m= 
сја, Эф = Xr È Xine 

情况 8 b= X, 

у т (2) >20, түй, m(2) = 0，( 风 6) 就 是 例外 对 
(在 (4.5.3) 式 中 有 7?(2) =0. #2) = 0 (2) +1), # g= On 2, 
8N,y, TILE g 适合 (4.5. 16) 及 

Fia, a/c) =0%%ф,( -d)V (g, 1) + (о/®)%ф,(— Ф+ a /2) 

= - 9-б, ( — Фуу „(о*уд%/®, 
这 时 我 们 利用 了 (9g, 1) = -2-32 Ru- d+0/2)= -其 (一 可， 
ВУ КТД ma, WEC, су =9( 办 e), CEA (4. 5.16у 和 
(4.5.17), 

情况 9 =x, 

Фф m(2) = e (2) =0 在 (4.5.3) 式 中 有 7(2) =4(2) = 0, 可见 
(0) 是 例外 对 ,这 不 可 能 。 我 们 首先 考 谍 m(2) >3 的 情况 ,由 于 
Ф=®фх„ = Xa, Ў Ф = Хул (=2 人 0 人)， 于 是 @= 
于 Xss， 在 (和.5.3) 式 中 , 取 (2) =m(2) — 1, 1(2) = 0(2) -m(2), 
条 见 存 在 一 个 俩 外 对 《KKoK,，6), 其 中 Ki = yi, By, суЖ ЕЮ 
Sat КЕЛ Ya = Koya, Kom Кох. ФК =K.K,, W 

(Куа, 0) =g(Ky,, су =F, 4 BN,), 
g(Kx.., e) =©(х„, 8, 8N,), 
可 以 证 明 g(Kx-1.6) „(Кх с) Q (Ky, 5 适合 (4.5.16) 式 , 且 
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Vig(K Xais с), djc) 
= -87(1+%уеу! 9\6 —d)x- (o°) 


x [Rx 16-4 is K (=a) (0) (1+ iy), 
V(g(Kx;, e), Ч/с) 
= 8-H] + 0) 2710200,0, —d)x_ (e*) 


{Kr бек 9200) (1+; )}, 

V(g(Ky_,, 6), d/e) 

= 8-H} + 4) e709 97,0,(—d)x_4Ce*) 
х{к(-4) 290503) (1 ; ey, 
H d pawl dy, Q, da lg Ce) =O((e, N/e) Im, Е 
对 应 前 行 向 长 是 线性 独立 的 。 

y 0<m(2)<8 H, Фох RE Хо, AES 26. 代替 

Koy 

SIZE BiB m (2) =0, c(2) >0 的 情况 。 这 时 6, = Към (£ = 
mut), © тущ Kg = G (ro 2, 8N,), b ELA ЇЙ. WG Q= h! 
Vn/2), BEC, с) =gh с), DREW FO, oe (4.5.15) 
和 (4.5.16)。 

到 此 为 止 ， 我 们 已 对 每 个 不 例外 的 允许 对 定义 了 一 个 函数 
FQ, с), ҮЙ BAB E Eee B] ТЕРЕ А = VFO, с), 5)) 是 满 秩 
的 ， 因 此 我 们 可 以 得 到 这 样 的 结论 :5(N，3/2, o) Nisensioin 
级 数 生 成 的 。 我 们 也 构造 了 该 空间 的 一 纪 基 。 

84.2 和 84.5 的 然 采 也 即 汪 明了 权 为 3/2 的 尖 形 式 的 正 变 ЖЬ 
子 空 间 是 内 Eisenstein 级 数 生成 的 。 当 模 形式 的 权 为 守信 的 
卡 数 或 六 整数 时 ,这 一 千 论 嘻 在 三 十 年 代 就 已 证 明了 , BL [Tooke *t 


和 Petersson 18), 


84 6 eN, к/9, ө) (> 本 的 基 209 


54.6 eN, к/2, ©) («>d) Му 


ACH PAL «/2>5/2 的 Eisenstein 级 数 。 由 定理 2.23， 
RANA E(N, к/2, оуу ERA 
> Per Ney), жа) 24, 


CINA ONNE 


3 E pUe, N/c)), #909) =3) (4.6.1) 


EINKENNT 


2 X 9((o М/суу, 车 mn(2)=2， 


пе TENE 
其 中 N=2ON YN F Hom Sy, HJH 84.4 fm 84.5 26 
似 方法 , 可 以 构造 eN, 1/2, @) 的 基 ， 且 比 权 为 3/2 的 情况 要 篇 
单一 些 。 在 下 面 我 们 仅 限于 考虑 入 = АР 或 8D(D 为 无 平方 因子 
BEAR), о 为 实 特征 的 情况 。 由 (4.6.1) 可 知 ， 
dim e(4D, «/2, ху) =2°*1, 

dim e(8D, x/2, x) <dime(8D, к/9, xa) =3-2", 

其 中 为 了 的 素 天 子 个 数 , {为 也 的 因 于 。 为 了 符号 的 简便 , 令 


Min, 4D) = Ga A. (n, 4D) 


= Pet | Loh, nn) Botn, 0, уь 4D), 


POR) Lyn (Bh, $d.) 
Sop A= (к-1)/9, (1.9.33), (1.2.34), (1.2.35), Же 
4.40, 可 知 本 数 
Е,(44., 4т) (z) 
=1+$1М, (в, 4D) ДА, (ру n) II (Alp, n) + ра 
пы Hive 


x (б), (4.6.2) 


及 
T, (x. 4m) (2) 


‘Cn, 4D) П (A, (р, n) + 1)п*'%-16(ош), (4.6.3) 
TB 


属于 空间 e(4m, x/2, id), 而 函数 
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E,(id., 8тугу=1+ Ў) h(n, 4D) 
ТТЕ) 


x (А, (2, n) -27 (1+ (-1)%)) WA, n) 


x TI GA.(p, n) + Lyne te (па) (4.8.4) 
piha 
属于 空间 є(8т, к/2, id), 
令 
_ 1+(—1)5% _ р-1 
m5 -orma > Te = pp (p¥2), 


H51 1.20 R 1.919718 
BE 4.52 设 2 为 素数 (可 以 为 2)， 我 们 有 
A,(p, рву-т„= pot (A, (p, 9) - e), 
以 下 了 和 各 总 表示 忆 的 因子 ， 定 义 函 数 
gx (Xr, 4D, 4D) (2) 


-1+ М, Cn, 4D) [Í (А„(р, In) =t) Cn)* еа), 


Ge (His Am, AD) G) = SYM, (In, 4D) TE (А,(р, I) =) 

x (in)*?-le(nz), (mD), 

gr т, 4D)G) = SIN (in, 4Лу Г] Ae yb) =n) 

x (in) “le (nz), 

ICX т, SD)G)= D MOn, 4) Ар, 1- n) 

со з и" 
x (їп)*#-1е(пшлу, 
定理 4.53 KAE 
д. Оз, 4m, 40), g(a, т, 40) (m|D) 

是 空间 se(4D, «/2, х) 的 一 组 基 , 它们 是 Hecke 算 子 公共 本 征 函 
ж, Н I 

Iers j, 4D)|T (p) =sg.@, j, АБ), (p13), 

да» j, 4D)|T Cp) = gel, j, 4), (@!8D/j)y, 

д.а j, 4D)|T (0 = (1+ ре) д, G, $, 4D), (PD) 
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Hep j=m sà 4m, 
证 明 ht 7. (0, J, 4D) =9.(id., j, AD) TC), WM 
apg l= lpi. ШИЖ 
FAD) G) = 1+ 510,0, 4D ПА, (р 2)n"/ te (ne) 
=e 0120 
=8,(44., 40) G), 


Е,(4т) (2) = ŠM, (и, 4D) ПА. (р, пто (nz), 
z М; 


Fn) G) = ÈM, (n, 4D) Г] А, (р, аул to(ne), 
: “ч (4.6.5) 
at 
ILA: (p б) = TD Aa (2, n) ПОА, (рп) Аар n) 


AL 
= a = KD IE, Ae (Cp, СА ad, a + 4. (2 ™) 


{б 
以 及 
HA, (p, т) = 2:09 H G +A, (p, пу), 


nim 


ш (4.6.9) 及 (4.6.3) 起 得 到 
Ё„(4т)у = DpH, Gd., 4nd) € є(4Р, к/®, id), 
а 


ты 
Em) = S uld) E, (enms 44D/m) € 8 (4D, к/9, ій.), 
а 
又 由 于 
9.04.4, 4D) = Sa] F ау) 
чип Ba 
-ÈA П (0d), 
gelid., m, AD) = исон), 
Mit g id, 4m, 4D) 10.00. m, 4D) #086000, к/9, 
记 .)。 定 其 中 的 前 两 个 等 式 山 定 理 3. 30 KEA 4.62 пф], Җ 
三 个 等 式 可 利用 对 ,4 末尾 的 方法 证 明之 。 
由 于 定理 中 所 说 的 下 数 在 Носко 算 子 作用 下 ， 对 应 不 同 的 本 
合 , 故 它们 是 线性 独立 的 。 它 们 的 个 数 从 等 于 =(4D， 1/2, 
AL, RHR AE. 


44.) 
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定理 4.54 函数 集 
9. (x ёт, 4D).g. (хо, m, 4D) 和 9, (хь m, 80) (m|D) 是 
空间 Ü (8D, к/2, уун Hecke APA ASE RTE Ж, CIR 
该 空间 的 一 组 基 ， 对 于 ge О, m, 8D), 有 
Ie Chay т, BD) |T Èp) =. (х т, 80), (рт), 
#5Оп, т, 80) |T (р?) = р", (х т, 8р), (p|2D/m), 
ge (tay т, 8р) |T' (2) 
= (1+р%2)0, (х, т, 8D), (рр), 
证 明 定义 函数 
Ex(id,, Ар) (а) = - 21(1+ (— 1)"i)- 
x {E lid., 4D) (2) -2-*(1+ (-1)*4) F, (DG) 
- E. Gid., 80) @)}, 
它 属于 2(8D, к/2, 44), (4.6.2), 4.6.4 B46. Буз 
Ex(id,, 4Dy(z) 
= È AC DTA, (p, nynt te (nz), 
с-з ир 
т D uj 48 
Ex(id., 4m) (2) 
= > М, (n, 4D)ITA4,(p, a) 
ouias ma 


x TI 1+4, (р, n)a tefe), 
BDAm 


类 似 于 定理 4.58, 可 以 证 明 g id., т, 8D) JRF е (8р, x/2, 
44.), LATHE Heoke 算 子 作用 下 的 本 征 值 ,利用 定理 4,53， 
可 以 证 明 本 定理 。 
Ф 9.0, т, 8D) = gxi m, 4D)|T (9), 
ga (x, 2m, 8D) =g, (zu, m, 8D) 1702), 
8«(хи, 8m, BD) = gr (a, 4m, 4D)'T (2), 
利用 定理 4.54 及 Носко 算 子 的 交换 性 可 以 证 明 以 下 定理 : 
定理 4.55 函数 集 
#‹(ха, т, BD) g. (ха, 2m, BD) ga Ga, 8m, 8D) (m|Dy, 


а.б e(N, к/2, а) Б) ais 


是 空间 e (8D, x/2, Xa) 中 的 Hooke Й ДАЧЕ Й, 它们 构成 
一 组 基底 ,而 且 

ge (iat ў, SD) {T(p) = g, Ga j, 80), (PIH 

ge j, 8D) T Cp) = Pgs Cin, 1, 8D), (p'16D/j), 

多 (Rn j, 8D) Тер) = (1+ pg: (ха, 8р). (pt2D), 
其 中 jam, Im 或 8m。 


TE 


权 为 整数 的 Eisenstein 级 数 


$5.1 eN, k, ау 


ERREP, NA k ARRELS. Eko ЖДИ IE НЕ: 
o(-l=(-1)*, BESE- 2350093628, MAA (4.5.6), 
(4.5.7), (4.5.8) SABRE BAER A, TI AF A 
e(N, E, у Ар, BERA RSUN N H-A EA i МЕ 0 Jr 
法 ,这 个 方法 是 由 Hecke 提出 的 。 本 节 将 利用 Hooke 的 方法 构 
造 eCW, k, ауну, ЗРЗЕ НЬ ОУ, E, o) 中 前 尖 形 式 


кишим, 
令 
г.=[+{1 ”\jmez 
”PTAO 1 
If * *\ 
及 W= esta m>0, теб, wT], 
аж nj 


И PATNI -组 代表 元 。 定 义 函 数 
EG, з, ә, Муш D BI, IG, 2) |78 


үт Тыз) 
=9-0° D wn) aN eny mN + nf 2, 
(man)y=1 


这 里 з k PRR, m. n MST A RE BO OLT AX fA 
数 )。 为 了 与 淮 整 权 的 情况 有 所 区 别 ， RIEK E 3 H EAR 
EG, 8,0, Ny, 4 Be(23) >2- 有 时 ,上 述 无 穷 级 数 是 绝对 收敛 
BY, CE s МИТЕ, БМ 
Er s, о, N) =o(d,)J (y, z)*E, (z, в, о, N), 
yC Ту, (5.1 1) 
WEA 1.10, ф 


$5.1 E(N, К, бунун zs 
E.G, s, о, N) 
=2-ly Ly (k +28, фу SY a(n) (тат) -slmNe +n) 
im 


ay М-ГЕ +28, 5) 55а (a) 


x > (mz+aN-! +6) 87% (тз каг! + 


ay +#-#(2лМ-1у#+зу* LI (k 42s, G) 


x = Èn (my, k +s, s) Ba (ауе (ита т зу, (6.1.2) 


> 表示 对 所 有 Gm, n) = (0, 0) RAL, AM TR МИИН, 
E.G, s, е, N) WEA ORM LATAR. (5.1.1) дуку 
WERE. SBM k=2, oxid, MEX 

E.G, a, N) = E,G, 0, ©, Уу, 
ñi. PG) 1-»0(s-+0) Ë W (#, а, 0) =1, By, 0, о, N) 的 展 
开 式 中 对 应 mn”<0 的 项 都 消失 , 因而 有 
Е,(2, о, № 


1- 274 


-lsgr Dia 2) 505% Saeed Mhea, 

(5.1.3) 

类 似 于 定理 4.9, 可 证 明 这 时 E,Gz, о, NJEN, k, a) 
在 (6.1. 多 式 中 令 s= 0 #=9 Ж ою =, 则 得 到 


А АГ 
8.6, 0,8d.,N) adm —g PO y 


-wrai - {Be PRG (уе), (5.1.4) 


REM VA 
QIN, (Q, N/Qy=1, (5.1.5) 


` 


定义 矩阵 Q 1 
W(Q)= (Ç g JESTE, аа (0) =Q, (5.1.6) 
К, 


RDA W(Q)PC(N)W (9) T (N). ЖИТ її Ж 8.32, 我 位 


é BAS pH Aly Eisenstein 4 xe 
有 如 下 命 感 ， 

命题 5 1 F(Q 如 上 定义 , oso, Hip o; 和 os 分 
HM OA N/A WE, BEE, К, о), 则 g = f [W (Qy, 
€ G(VN, £, BD), LË fee, ko), Wg € e(V, Ё, 0), 

证 明 fener ={ jsnen иф (фу! И 
直接 计算 可 以 验证 co= O(N), do z (Q), 909/9), HL 

gf iv) = f] OY (Q)2W (Q) WW (Q)] 
= (do) J [W (Q)] =@(do)g, 
RI g€ G(N, E, буаз), Ks} HH 3.28 8.94 A 3.25, WN |M 
时 ,我 们 有 
E(N, k, о) =G(N, k, @) Nel (M), E), 
由 此 可 证 命题 中 最 后 的 讨论 ， 

AWO 为 男 一 个 适合 (5.1.6) 的 方 阵 ,由 于 W/(Q) х 
(9) 1га), ЫЖ ЄВС, k, о), FW (OI 5 
J'IW(Q 124838. WEA (5.1.5) 0, ERA 

@-( gh wer sae twat, 


SUE RAH E.G, ө, N) И (Q)] ty Fourier 展开 式 。 
首先 ,我 们 有 
Ly +28, BEG, з, о, Ху (Q)] 
= 22-10-23-25 SY (n) (mjQ —n) N Q-1a 
+ImNQ-1 +n) "s| (mjQ а) NQ- + М9 кът 
=2-1@-*4-у SY 5 ( – т), (n) (m NQ íz +n)" 
х|тА аже] t 


«Хн а (т) Эй (о) 


х 5) (me pa Qnty ty (тз афа ne 


< 
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= ik (2r Nl yes едн > Xa- m)t,(my, k +з, 8) 


x У a, aye(anQ N- same), (5.1.7) 
a 
这 里 @1 о, Pb. lee И, yee Saks = 2, oyid tj, 
我 们 得 到 
Erle, о, N)| [W (Q)1 = E.G, 0, е, N)| TH EQ)] 


__ (-2riy*Qe? .- 
AES 1) 12, (6, ву 2 ўдас п/йуй-\ 


х КУ а, (аўе(ай0 уеб), (5.1.8) 
a 
4k=1, oid. B, 
Е, (2, o, №) TW (CQ) = By, 0, ө, №) TIF(Q)1 


= SL ay SB- nd) Sias (a)etadQ Уус), 
чү R z 


(5.1.9) 
3 k=l, ш, = id ph, (5.1.7) НОН n 0 的 项 ， 于 是 可 
8102, о, N)|[W (Q)] = Е,@, 0, о, N) WQ) 


= milo(0, 6) nâ- 1) 
QL (1, в ку р 


met Žad S eGdQ/N)e@2. 


NE G 0) s£ „ба 


(8.1.10) 
最 后 , 当 上 =2, о=10, Bt, (5.1.7) К 


(N) 


B,G, 0, o, N) | UV (Q)] = - ovt OXE) 


э gs Y (ada уеб 
PRASA Aa „б ood/ Bebe, 
(5.1.11) 
[Lo WAN RBA, ФЕ (8.1.5), Ф 
By(n) = So, Судна SY8,(aye(adQ/N) , 
使 2, 
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о 与 os 如 命题 5.1 中 所 定义 ，0@, 是 模 N/Q НМЕ. BLS 
(d, N/Q)>1 Bi, LAMA MWS, H 
beln) = 26 (ауе(аФ уа (в) а), 
& ah 
设 2 为 素数 ;24 六。 当 pin 时 ,我 们 有 
bal pn) = (0 (p) + 0 (р) р") bic) 5 
мра, т = p'n (pin), 我们 有 
рл) = 01 Cp) dln) ++ (p) р”! a (a)e (aQ/N) 
ху] еу(- п/е, (р) Ср") 
£ 
=0 (p)bx@) +e, (р) ре (Б, (п) -@ (p)bx(n/p)) 
= (0, (p) +o, (p) P ba (n) -0 (p) pr Beln/ Pp), 
今 设 plg, 则 
br( pn) =®;(р) De be (n), 
WS p|N/Q 8], BB 5, (рп) =o (n)b,(n) .综合 上 述 ,我 们 得 
到 
Colp) +oa(P) pt!) by (в) = B,C pr) + OC p) pt tb (n/p), 
4 pin it, b(n/p) MBBS, [АШ 
(пуп 
© 
= be) Па - ор)?! 0-60) р) 
хЦО- (ol) ъа, (р) рур 4a p) perry 
2,0) -app [Т 0-р) р) 
PFQ оре 
= ,(1)1(8, o) Ls -k +1, шу, 
шхо k= 2, ох ій. (N> l,e 
_ _ М-ы, OO.) _ 
(= Bry Qo- 1 Say ае (абу 
x EG, бю, N)'TW(Q)], 
WEG, а, 0) ESC, k, о), B 


Bus, ou Ф) 
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Enl, о, 0) = (b,(1)y"t 355, (nye (2), 
因而 
Lis, E.G, @, @)) = (3, a) E(s-k +1, о), (5.1.12) 
Җир L(s, EnC, ш, о) By, 01, 02) 的 Zota щй, L (8, о) 
是 通常 的 工 函数 。 癌 时 也 可 见 EG, 0, 0) 是 Hecke 算 子 的 公 
共 本 征 函 数 , 且 
Ex, 1, @:) |T (p) = (m (p) + р#-!®,(р) E, G, ol Ф;), 
现在 假设 @ 为 模 丸 的 在 一 特征 。 首 先 仍 考 虑 4 妆 2 或 上 =2 
oxid, HR. Ho =o a, o 和 o, ЮРАНЫ Т fl r,, 将 
ol 和 oa 看 作为 模 7 和 7 的 原 特 征 ,我 们 将 均 造 … 个 函数 E.G, 
ol oa) € s(N, k, oo)， 且 使 (5.1.12) 对 它 也 成 立 。 
类 似 合 是 3.33, 我 们 有 
命题 5.2 BFE =Ë a,e(nz) € G (Y, k, а), OA GSR 
8, pT 的 原 特 征 , 令 
во) =$ #(а)/(е + чугу 


-5 Fayen iwo aye), 


ЛС) G(M, k, oy), Hop M=[N, rs, 21, LE SOE 
P(N, £, DRS, E, о), MAG EEC, k, REOT, ky 
оф), 

Ero =®ү®;, ol Жо. ЧТ т Т, LR 


naje, r= H 2, 


Ф = Йо 0, = Йом, 
оз Fo 的 导 子 分 别 为 27 和 р", TRETE, WRR É 
FER m, 使 得 当 1 < IH, Яг оп>В, ШЇ? Kiem 
财 , 有 <А, ЖИЙ ЕИ, 可知 丰 在 


226 BIF Бай Biseastein Hit 


й) = Bs, Theis Oa П 2.9) 


taiat] 


a = N 
сео Поро, t Hoa, Й aoa). 


当 1<i<m р, ш „Фын 不 一 定 是 模 р 的 原 特征 ,但 这 并 不 影响 
上 式 的 成 立 。 在 命题 5.2 中 ,到 8= 阴 st HI ou, piger 


т a m 
=L pr Tl prs & 


BAG, ou m) (5 W(uye(u/r)) 
TW E,G, ор, 0) EECa, Ё, ө), Ш 
148, Бб, ob %)) | 
= B(s, y ооз) E(s- 641, 4 Й So.) 
=L(s, chi- k+l, o,), 
设 1 ЖЕЛИ, o 和 0 ARRE т. ПТ. 的 原 等 征 。 考 虑 适 
ттин 
Ch 01 %), 20%, т, (8.1.18) 
А ХЕЛО, o, 0), RIH KI 
Balls ob 0) Eellrirs, hy 0) elN, É, 0), 


5 фай Йа к/т), 


н Ls, Byle, ө, ө,)) 21168, a) Ls —-Ё +1, а), 
золою т, WAN, sy 表示 适合 (5.1.13) 的 三 元 组 
@, о, oz) 的 个 数 。 
引 理 5.3 我 们 有 
AW, в)= D фс, N/e)), 


осе) 

证 明 以 BAA，s) ЕСЙ, SEN М, S588% 
мук, ER, B sy|N,, 5.10, ЛАСУ, s) <M, в) 
x4(Na 81), ВОМ, в) = ВОТ, s)B(N,, з), ВАК N = 
р, з= руа), 3 (pt, оъ 0) A (5.1.18), ri i r, p 
RE -AE s ЖИШШ, RITE Osise- b, ri 与 7 中 若 有 -个 比 8 
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KOM 7 与 六 务必 相等 .由 于 os = Ф|, o, 确定 后 ,2: 也 随 之 确定 ， 
首先 假设 中 -4. 当 0<isca- D, түп ИЕ Е К I 
РЇ, anal 25 >b, o argon РГ нев че 
—2b+ lect ca - bag Gk bl, ща Wr >a, T 17, ЖАВ 
同时 是 P ПИК, HI RATE, 这 时 o WO x 
ax ARE pT AME, TEBA 


Аср", рӯ) 5251р) + ФРС) 
5 Ж рор) +e, # 21а 
2 Soc, жа, 


ЗЕ а<25, эх} т тр ИГ ЈЕ р, o 可 取 
Ax ох, XE p 的 特征 ,所 以 这 时 


ae 
Alp, р) =2210(P!). 


HRS ВОр", р), 可 证 得 引 理 。 

WF RAL БОЁК, 出 有 类 似 与 定理 3,38 的 结果 , 即 马 (zz ol， 
纺 ) 在 co 的 展开 式 的 常数 项 为 -L0, о) (1-4, 0), мо 
Ts) Ж ЕН, Ж @(-1) = (- 17-0 1), ШЖ 

Rs, @) = (п/я) етага) /2)L(8, ө) 
是 8 平面 上 的 全 纯 函 数 。 同 样 , 函数 
ass 1) TC /2)E(S) 
也 是 s 平面 上 的 全 纯 函 数 ，s =0 各 负 整数 是 了 (3) 的 一 个 阶 极 扎 。 
由 此 可 知 ， 当 吃 为 非 平凡 的 偶 特 征 时 有 二 (0 о) =0, 当 加 为 大 于 
工 的 奇数 及 吕 为 偶 特 征 时 ,有 研 (1- 心 о) =0, 4 FRR oH 
奇特 征 时 , WAL -k, о) = 0。 记 以 有 
Akal, o 非 平 凡 ， 


0, 
BO, о), a-f Ram o, AEK 
L-k, o)/2, 其 他 情况 ， 
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这 里 我 们 天 用 了 <(0) = -1/2, 
W N= ppp, 845P, RIOEN KA WRTA] 
入 了 本- -个 次 序 ， 即 着 ?= ph. phe A = pt pie H N KA A Bl 
子 ,着 存在 0<t<n), ë В, = С), W B> WE 
bo, ` 
定理 5.4 Whos 或 人 =2 oxid, H, RAR 
E,(lz, ob ә) = -1(0, ауЬ(1-®, ә) 
+d Bo(n/ayo.cayaet уеб), 
名 个 
HREN, k, о) AE, ДФО, о, 0 RUBIES (1.18) MS ë 
组 。 
证 明 he ee = 2, oxid. 时 ,由 (2.3.11) A, 我 们 有 
dim e(N, k, a) = ВОХ, з), Я) 5.3, RATE L X 
组 函数 是 线性 无 关 的 。 
假设 
0-5) oael) = Sols 9, 9) 06, Oy oh 
求 和 号 跑 遍 适合 (5.1.19) 的 所 有 的 (5 оз, оо), HCL, ol O) 38 
合 (5.1.19)》， 则 不 可 能 存在 另 一 个 形 如 (1 or, 0) 的 三 元 组 适合 
(5.1.18, оз = ш. ШШ ly RIRN ЧЕЛИНЕ, RNA 


0 -5 lz, (Wb (ayn 


=e(1, 01, Sa) L{s, Фб) (8-1, 14) 
+B cdl, of, a) TCs, ө,1,) 148-61, oly), 


ukana wa (5.1.18) 形 如 (1 ot, ор) (ore) 的 三 元 
组 。 上 式 右 端 第 一 项 在 s = 上 有 一 阶 极点 ， 其 余 各 项 在 = kak 
ЖД, ЭЙ, ell, о, 91) = 0。 类 伏地 可 证 一 切 5(l ou， оз) HHA 


A 


SHARE UL U, ш, 0) BE, HCl OL, On) 适 
合 (5.1.13), 我 们 有 


851 (№, k, oak 22 


0511,0, (п) ат" 
Hell, oy, ө) 108, ө) 10: k + 1, 1y) 

+ > cU, ai, оз) ECs, өв.) 108 - 6+1, ola) 
HREM TAU ©, өз) = 0， 从 而 - 07 000, o Ф) 都 为 
ж. 

定理 5.5 函数 集 
EC, @, а) = — (0, a) LO, ә) 


(оно (d ee), 


UR e (N, 1, 0) 的 基 , 其 中 (4 o), уй (5.1 13) 的 三 元 
组 ,上 且 ( а, 0) 90, ex ol) 中 仅 取 一 个 。 
证 明 由 (2.3.13) 式 ,可 知 
dime(N, 1, @) = L BUN, s), 


所 以 公众 证 明 上 述 函 数 集 线 性 无 关 即 可 ， 这 可 以 利用 定理 5.414 
样 的 方法 证 明 ， | 

EUG, ЖИЕ Ё=9, @ = id, WH. o 和 oz 仍 为 模 T 和 人? 
的 原 特征 ,考虑 适合 下 述 条 件 的 三 元 组 ; 

9\®» = 4d., inr |N, Ht, =т= 1,1, (5 1 14) 

适合 (5.1.14) 的 三 元 组 的 个 数 为 B(N,s) -1, 而 出 (2.3.12) 
st, RET dm e(N, 2, 44.), 

HES ARPT ATT, HEN MNT, TAR 

9 (2) = RHQ) Ea, 0, id., b) ITW 799] 
HELARG LIDAR RIA 
An? QS ya 


#@ =O талау 2 Q 2) 


x Í elad/Q)elrs), 
аы 


将 任 一 正 整数 下 为 wile", w ARERR A Qt= ie, a 
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HQ) ж а Í eag) 

Ф Q йй. „б 

HO рр ama Š elg 
20 eR 2 


«агл 


= у ау (Q. “@. Үл! ya È e(ad/ p) 


dm Q mu по ат» = 
ig 
= Bid ПО pp (lt 0) g »)) 
ФТ wes н 
= Bo Па + 255, 
КА 


“© (ту Паво) ae 
=-П@а-ю/%+ X 4 еы), 


Жы 
不 难 证 明 g*(2) Eel, 2, 14.), ÆI 
Щз, g?) =&(в)%(8—1, L), 

对 任 -- 正 整数 FIDH P. islet, G, 44, 04.) 

适合 (5.1.14), 令 
E,(iz, id., id.) = g/tD)) Eell, 2, id.), 

易 见 

Lgs, E,(iz, id., id.)) = /0)) EG) Ls -1, Lay), 
注意 ， 这 里 符号 E,(z, id, id.) RUA. 

车 (4 ol оз) 适合 (5.1,14)， 且 ® 是 非 平凡 的 , 这 时 o; 也 
是 非 平凡 的 , 当 of = id. (这 时 = ту], & 


By, ou в) =Ë) oew У ow gst wr) 


BJ E,(z, ob ox) € e (ri, 2, 44.), B. 
Lis, E,(2, @у, 9:)) =1(8, @,)L(s-1, 0); 
ч а/б, В, 


N n -1 
E, в, в) = (Š) абет) 


85.1 E(N, k, oe 225 
xÈ а(чуй,(т+ ufri ida, Bi) 
Е,(, 48., OAUTH AEX, IE R,G Oy, 0) € e(ri, 
2, id.) AAE 1 12) 式 可 知 
Ls, Kale, 01, a) =з, o) Ls -1, о), 
到 此 ， 对 每 个 通 合 (5.1.14) 的 三 元 组 d, on o), BE- -AER 
Hall, о, ву OM, 9, id), 
шщ dol, ө, о) Balle, в, oo) {ео ERAR ЖО, 
则 易 见 
0， 著 oi З, 
1, s 0%) = И 
96 о, 0) иуи жож. 


定理 5.6 Щн 
Blls о, о) е0, ob ш) + о/о, (dd) e (lna) 
айй eN, 2 40.) РО, о, оуан AC. OET 
组 。 
EA (ЕН ЕЩ ЕМЕ ЖОЕ. DHE 
Жей, op о) 01 a)-0, (6.1, 15) 
上 述 求 和 号 跑 远 适合 (5.1.14) 的 所 有 三 元 组 (5 ou в), 
уо) =Š) aef) € @(N, А 0), т WIE, Y$ 
BAN HOE ИНЕ, E 
hes, у, т) -dar 
HDH 时 ,我 们 有 Щз, В. (le, êd., 48. у, ту <0, 81/0) |z 
时 ， 
148, Elid. id.) br) Ўв) D dw 


вал 
Ке 


= I (rpt +p ECs, фр) (8-1, фу, 


ЕТА 
其 中 Y(2) 适合 pri |z, ФА ЧЕ R fE LG, 
Fi, (le, 6.40.) дф, туў 8 =2 处 全 纯 , 因 此, 利用 定理 5.4 的 同样 


АБА ak ЖК Eisenstein # 4; 
TBE (8.1, 15у APE GE o: WIARE оС, tory o;) 
. Ü 

DL RR (5.1.15) 式 左 端的 函数 ,最 然 ，L(3， f, L. 7) 在 
$= 处 无 极点 ,由 此 得 到 

á= У П (+ pte tp Myc) =0 
Maye Piper 
GIN, r= Ny, (5.1.16) 

其 中 c(h =cG@t.4d.,id.y, (5.1.16) (DUIN, (el Pa 
的 -个 线 必 方程 组 。 如 果 我 们 能 证 明 该 线性 方程 组 仅 有 零 解 ， 便 
WER УЕЗ ЙУ ЕИ, 

ANARA pt, WRH A =9, Ay =O, e, Apri =Ü IK 
次 得 到 o(p) =0, с(р?) =O, =, o(p) =0, 

SL INS AF a = PM, р, 5 N, 互 素 , 当 
NN af, GL 16) ABM, Кт! А, MJ 

Agraria У П G+ pat pte) =0, 


URL nnan 
(IM, теу, 
FUSE BET РЇ 时 有 有 (0) =O ЫХ, AY рт МУ ШТ. 
` FES CAS, METEN BERAT p, 使 pt We (D =0, 
这 时 我 们 有 
4,= У П Gt pte tar pel pil) =0, 


HASTA орт}: 
крт 


MIM, аА), 

WH АЗИК ПП e (pi) = DC) 类似 地 依次 利用 Avir, =O, 
Адо 0, э Spt =O түе), ET (pe =0, 
чэ CPD ОСМ), WLR BR 1. 18) рае, 

利用 定理 ,4，5.5 715.8, {үн PLS RARER 
See Эр, 

定理 5.7 BFE) =D amet) COM, & oy, MFO 
估 形 式 的 区 要 条 件 是 对 任 - BLN УНЕ ДЕ BHR ВОТ r. 


35.2 ар Eisenstein HPT т 


HM LCs, f, 0, TAE з =k ibaa 

证 明 出 引 理 4.35 即 可 得 到 定理 中 所 述 条 件 的 必要 性 ,现在 
证 明 该 条 件 的 充分 性 。 因 为 G(N, k, 0) =e(N, ka) @S(N, k, 
a), Оут 

Р) =e, a, a) E, (6, о, ©) +g(2), 

EMR SAIS) fl Bale EME 5 4, 5.5 和 5.6 中 所 给 的 eC(N, k, о) 
WAL, g@) RP (А, А, о), AU LCs, f, Y, HES =k BRI 
纯 性 质 政 定理 5.4、5.5 和 5.6 的 证 明 方法 ， 可 证 得 所 有 系数 
cH, ou O) NE, BLA РС) РЗК, 

EM 5.7 中 的 充 要 条 件 也 可 以 政 述 为 ， 对 任 一 模 六 的 特征 所 
诱导 的 原 特征 省 及 N: 的 任 - AE, ECs, f, 9, т) в = 处 

=. B3 4.35 可 知 该 条 件 的 必 机 性 成 立 , 今 证 其 充分 性 ， 假 

设 该 条 作 成 立 , 设 X 为 任 - RN RRE A FOREX Y MU 


Le, f, x, r) = Brn)elrn)n 


- Sy (а) 5 Ва (ттун 
SRLS, Ў, t rd), 


ALC, f, x, THES =k Ati, f ERER. 
PALA G1 BH 4.35, 定理 5.7 中 的 充 要 条 什 进一步 可 改 为 对 
任 一 点 特征 必 及 任 一 正 整数 r, LCs, f, t, TIE s = £ pk k, 


$5.2 半 整 权 Risenstein 级 数 的 提升 
设 к>5 HEM, t 为 无 平方 因子 的 正 奇 数 , ФА = (к 1) 2, 
# G) = 3la (0) e02) ESN, к/9, o), + 
а) =o (0 aera), 
我 们 有 
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(пуат Щз-\+1, «(С 


ЗЛ eco 
令 
LAP) ЕЙ 

Bhimura: EIRT Р, СРР SO, x-1, в), П", 04 
к=® КШ ЫЛ) C (N, x—1, 02), Н (АЕ 
式 ,我 们 将 在 和 5.8 中 给 出 D.C) 是 尖 形 式 的 -个 这 要 条 件 。) 由 
了 到 荆 ( 了 ) 称 为 /的 Shimurs 提 和 ， 水 节 讨论 半 整 权 的 Pisenstein 
级 数 的 提升， 

在 本 节 中 ,总 表示 一 个 无 平方 因子 的 正厅 数 ，X 3938 AN 或 


SN 的 实 偶 特 征 , 这 时 总 有 六 的 - -个 因子 5 使 
2 


xa) =(4), ex = (F) 20) =1, 
将 X 记 为 和 或 ya. EI ROMAN HE, EA 
uh -(4), a 0-1, 
在 84.6 中 我 们 曾 给 出 了 (20, к/2, д) (a =2, 8, x5) HY 
B AMLAR, TUELA EON, 1/2, x) A є (277, к- 1,46.) 
的 提升 。 
设 整数 了 无 奇数 平方 因子 ，D =1(4у D =8, 19(16), 我 们 
称 刀 为 基本 判别 式 。 给 定 任 一 些 数 m 总 存在 -~ 个 基本 判别 式 刀 ， 
使 (2 ) (2), 这 时 m= DON, PEA, тру -1й—- 
切 非 负 整数 , ”的 这 种 表 法 也 是 叭 “的 。 
引 理 5.8 pn 为 正 整 数 ,了 (一 了 各 = 了 (25 其 中 力 为 基 
本 判别 式 ,7 AAR r 为 整数 。 则 
(A.(2, n) – т) 29-201 (1974) (1 25-3) 
(1-2-0 3уа- aay 


20-60 (1-21 (3). 


85.2 Hasty Eisenstein ДИДЕ 2% 


СА (р, n) ~ tp) phn ea рез) 
x(1- pa Bye ma 
arf D ay de Jett 
=1-01(2) (рй. 
其 中 所 用 符 叶 的 定义 兄 81.2 Ж 84.3, 
证 明 AAGA 120M 1.21, 可 直接 证 明 ， 
定理 5.9 BS) -È alng Eel N, x/2, уу (@=2, 3, 


х5), t 为 无 平方 因子 的 正 奇 数 。 令 

Bf) =a) D (1-1 (0) 

Syed / (DH Nana inè 2) 
tx ) 2 ) a(d Jetna), 
SW L,(f) Ee(2N, к-1, od.). 

证 明 我 们 只 考虑 s(4N，k/2， x2) 上 的 提升 。s(8N，x/2， 
KR EN, x/2, Xa) 上 的 情况 是 类 似 的 定理 和 .53 给 出 了 
ean, к/2, уу В AE IR: „От, Sn, AN), д, О, m, AN) 
(бу, ја 

g. (xu, $, 4N) =Š all, j, 4N, meena), 
Hop jam ak dm, ШЕЕ 3.40 4.58, 我们 有 

Ts -hb „(99 ум, din, AN, уат" 
=а(1, dm, 4N, DHH 0-2) Hua — pe) 

x ПО Ож ptt) pe pre) 
=а(1, 4m, 4N, D [1 ре 2-9) 

зе 
х MO- PUROT -1+9 


=а(1, 4m, 4А, D S1u (dy (d, Әт) Eo, (п) (dn), 
„Ж = 
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Жо, (п) Pde, эң eð з, GLB) A, A 


cnstein xe 


а bal, яр s 
Е.1(2,40.,1) Slt с еу к Лу 21980980) 


=1426(2~x)-1 о, (ne (вд) 
теб, к-1,44.), $ G.G) 9609-0), a, id., 1), 
从 而 
a(t, 4m, 4N, DPOC m)" G, 1 (dz) 
=92-12(2 _ rjali, 4m, 4N, 05:00 2т)к-2 


ADB uP уза, 40, 4N, mfd) ofaa) 


28 
(5.2.1) 
Ж c(QN, x-1, 4@.у, зт, 
eG, зу а-ро M @-1)-0, 
iy m = ў, (5.9.1) i 238 RIO ЕН OG 3, AN), 
我 们 有 
lt, by AN) =P @ - к, #8. all, AN, 4N, D 
-1yh 
28 Bet) Ma 2-ю, ур (А (02) 
TEL (2k, 00.3 
xT AG, 1) = m) at, (5.2.2) 
AL 
(HUP 1 3038 BEF, WB eG 0 xa AN) =l, ) Ф (- 0) 
DOF), Hh DARRAR, FIE r AER, D AME 
(SPA esp. BR пао RIE 


(аянт, (2) Hie (23), 


тоу йу ~~ E-E) 


КА 


-кч | 
х®ещ1- -DDD w: (5.2.3) 


86.2 spa ft Eisenstein 级 
Жыт А. 6.2. 2) К, PALAIS] 5.8, Gl 
Ay 9- КЕЧА 
об & AN) =P tag (Lady zi (L5 PE), 
BL LAS ERAT 
1.09.00, dm, 4N)) 
=a(l, 4m, 4N, t) Sud) (d, ®ту*-2@ „(гу 
oH 
Be (N, x-1, if), 
对 于 函数 п. (Xi m, AN), 类 似 地 有 
La(s-h41, „(0% sag, m, 4N, yo 


КД 


=al, m, AN, D) Sula) (d, m) -0s(n) (days, 
om 2 
Ali 
Lilga Оз, m, 4N)) 
= >x (a) (руе, m, AN, tn2/d2)e (nz) 
ae ' 
=a(i, m, 4N, t) 51000) (d, тун, (da) 
IAF e(2N, к-- 1, id.), 这 上 时 Bee) (9, my" RIE. Sit, B 
们 证 明了 了 在 eCAN, x /2, узу LEM Б.11 是 成 立 的 。 
在 一 般 情 癌 下 , ЕШ 5.11 pee ЖДЕТ Г CP RB 1 
的 唤 射 ,但 在 (4Y，ky2，XD 中 存在 -个子 空间 ,使 DCP) Н 1: 
是 一 对 一 的 映射 。 
Bm AN AF, E X 838 
Н. (ха, m, АУ) (2) = g. Ga, din, AN) (2) 
+ (2* (I+ (Ii) +2) 9. Ga, m, 4N) (2). 
它们 所 构成 的 子 空间 记 为 e (AN, к/9, узу, HV R RNE R 
Bf 3, M e CAN, к/2, у) HERY, ARR EE 
Н. (ж, m, AN) Vourier FR. ТЕ N, RNA 
Ноа ty AN) ЎА (im, AN) CLD, In) + 9-5 (Q + (- 44D) 
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x TI (A. Cp, h) n) в) бад), (6.2.4) 


mm 
其 中 
一 abs \ 
(-2л%у“*ҺЬу{ А, 
a(n, 4N) = жу ө (0 5) 
TUE] 2 En Oh qq 了 
x Balin, 0, уу, 4N), (5.2.5) 
记 


1=А(9, му+2-*(1+ (-1у°%)у, 
出 引 理 1.20, 4 (-1)%ln=2, 3(4) 时 , 我 人 有 T=0, 4 (~ lyn 
20, 164) mh Фв=(—1) OYA, 因为 > 1(4), 所 以 (- Ien 
=0, 1(4), Ж (—1у*в= D, f E (—1)^в = DG eR D, 5 
Di AMR, SaM f, AKER, 比较 两 式 可 见 Ds= elD。/ 
(DD) fL = G, D.) f,. Т 1.20, 当 (- 1) ан KORR 
们 有 
Taare срока (25), (5.2.6) 
щ(—1)4а®0 (4), AQ, mih, ШИ BID, (002, т) -1)/2 
=A, уу +1, % 
таен (р) (a) ‘Sf geome, (5.2.7) 
xC Dam=0 (4), 218(9, њу, 35200, WJ (— туне 
el (4), й 
тейзецї+(-1у4)(1+2- (Ж )) 
(SS реки zà esr ! ge- ae), (5.2.8) 


|р, WALD, (- адне а 一 1 (4), й 
тоат (стучу ану eo, (5.2.9) 
a 
4(-1pins0, 1 《4) 时 ,由 引 理 5.8 有 有 
H СА Ср, т) — Np) Cyr 


= [Dye p "(Ж 2:))а-» pit) (1-р “(у 


$5.2 27 Eisenstein erie A 235 


х (1 p17*) TI pis Bete), (5.2.10) 
im 
易 见 
Gua 人 О» D.) ү (6-2) natn fel 

Це (a D, 25) Дре, 
由 定义 ,我 们 有 

Be (in, 0, xx, 4N) 

Мр) 
= ре" 


юрту f=0 


DEIND', \ fm р! & 
мр ГОР 
= H (@-»]: f Qe 
„а ду ? „А. 名 2 ) 
КРАСИНА 1 
вт) A P ). (8.2.1) 


ЗЕТ Ар, f.) = ВС, fy EN), (5.2.3) RH I 
у, (5.2.3), (5.2.5) ~ (5.2.11) А. (5.2. 4), 得 到 


(кж(Э®\= (Ж), 


Н.а, т, 4N)= У 


к-зы w 
р, 
top {= > 
1 PA) G, Dy) 
ЕЕГ Е (a: Da, 2)" 


х Биоко (7 Pe Na at 


x > beme (nz), 
м?т А 
ama FAD NIM уе 


这 里 我 们 利用 了 
ACD fa) 
Heer ДП д 2", 


x CB peo ncn) (2 S ресни) 


= p/ te 


434 


BLUE ШЕ Eisenstein дил 


= JI реони үр SP penne 
BEN R PD PEN Tot 
ҮТЕ D, gal 
б-т у-у DP, y е-и 
AG, С pe aca YB ee") 
= p(x (6) (Ps Ja > Bee, 
а» а Dinja 
Abst fnigh NE 
类 似 地 可 得 到 


(2 
Н.о N, 40) =1+ F ыиы) 


КЕ 
а(-1)әлый,1(4› 


лауда) (Эш кзэ), 


шна) = 
设 fG) = Pla) e (пз) cet (An, к/9, x), р, BM 

e+ (AN, x/2, хг) Е. Hecke Я: T+(p*), 

MP y= Z faces) +a (=R) pia 


«за» Ка а 
+ хр) р“ aln p) keo, 

щ р=#2 в, BE GAN, «/2, x) E 的 Hecke 算 子 7(22) 在 
er (An, к/2, xz) 上 的 限制 。 通 过 直接 验算 可 知 H.G, m, AN) 
ЖТ" (р?) (p=2 85 ЖЕЕ, Н. 

F(a, m, ANYIT) = Н, Gay m, 4N), (рту, 

FE, (ta, m, АМ) T (02) = pe Ca, m, AN), 

(p|N/m), 
Н, (ха, т, 4Му|Т+ (р) = (1+ p**) H (x1, m, 4N), 


(0121), 
《利用 定理 4.53)。 


命题 5.10 ENN AS ERA (这 里 六 可 以 为 偶数 )， 
жу ДАО RAT, 24 为 偶数 。 今 
FCN) (Trl bh, 3/243) М Фе) 


сат 


85.2 $i Eisenstein 级 1% 


& 
film) (2) = Š! > deia (nz), (m| N, mas N) , 


осела Мну: 
EE? AERAR E, k, td.) st, 
证 明 Yor td. 时 ,适合 (5.1.13) 的 三 元 组 - 定形 如 (4,id,， 
id.) CGIN). 定理 5.4 88 200, 5, 设 .) 如 下 的 一 组 基 ， 
By(z, id., id. )=2(L~6)/24 9] Xi drte (игу, (IN), 
A gq (N) =E, (Ne, åd., id.) 
qe (m) = "98,0, id., id.) (m|N, та №), 


пола (m) еу FEN, id.) AE, AI 
(т) = 3) D uO By Bate anne) 


1а йт. 


SEBO D бн) 


17 аа OVEN, m. 


= Ур Фетиш), (5.2.19) 
i nya Nimel 


BmI N, mN, 25 
Film) = ЖГ A- pDl) = $а(и)е(тш), 
Bien, En, m) =m, mamm,, n = w [T pre, jepi af jm 
H. 
ER. ТЛ 
a(n) = SIU- p) 


н 


=- BH- вод ве») 


Кт] 


x реу > dx=A 


эла £ 
i «алел OE мри) 


= У-ро 0н) TE pea) 


т pis түтө 


х y фк 


бп 
баон) (nyd N/mm] 


2%6 RSM ANA gj Eiscostein Iir 
= У Ф, 
бату CRAN m= 
所 以 f. Gn) = film) (т, та), ЗША ЕН 
FM) = 51 (1- р*-1)дь(з), 
Im (f Gn) т N) e (N, А, id aE, 
D Тр) 28 e (N, k, id.) БЮ Носко AF, RITE 
fa(m) Tp) = film), Жр 
Fan) |T'(p) = pe fn), R p| N /m, 
Рт) Tip) = (1+ 0р1) т), BEN, 
Ht AEH AT WERK, BINS 


rae ср )=ж (SOM ax (2), 


jeD #el-lyt=l (4); 
-| 4(- 0% 若 e( -Dixts2 8 (4), 
РААК, H e(-1)*D>0, 
ABEM 5.9 中 所 定义 的 e (AN, x/2, уу LIS 二 (及 在 
EAN, 1/2, X) LRR, RTA TEER, 
定理 5.11 рК, H e(-1)2D>0 (e= 
(he3, j#fG) = а(н) (в) єє'(4Х, к/2, ха), JEM 
et (AN, к/®, t) ERRET 
0-1 2) 


ау Шула бір: Мос 
+ хо (уе (1 еб), 
Ml Lip Hie AN, к/9, язу eN, x1, id.) ЕН. 
证 明 (UREN Z 在 H.G m, 49) ЕЕН, HF 
хо) BA) a в 
Cem (s/(qbu), N /my= 1 


= 


Тл 
Своп) т/р) N EMAL 


其 中 


85.3 пу 3/3 аня 27 
= ` Bena, 


гла) ута 
所 以 
(Dy 
ы(1-\, x 2) 


Н.б, By А) = 0 ру РА 
WA my N W$, 


1,(1-a, 21 (2) 


Lal Hi (у, m, £N)) = - Ll2 ry idj 7 


D 
x i-a ( )в" GD) ` 
pam pire G, D, m) 
利用 命题 5.10 即 证 得 本 定理 。 
RF SAN, к/2, xn) 中 类 似 的 子 空间 SHAN, x/2, x) Bia 
论 ,请 见 W.Kohnenr8]。 


85.3 LH 3/2 的 尖 形 式 的 提升 


BIO =Š) afael) ESN, 8/9, o), 4| F, o(-1) =1, 


t 为 无 平方 因子 的 正 整数 。 以 了 (了 ) 表 示 了 的 Shimura 提升 ， 则 
LEIN., 2, а), ANNO, AWB L ESN 
2,@*) 的 一 个 充 要 条 件 。 由 Shimura RIRE, D(F) 的 Zeta 
By 


Lts, LAF) = Ts, о(0)) бтн, (5.8.1) 
命题 5.12 HEV WMT 的 本 原 才 特征 , 令 
h(a, 8) = Syp(m)me(onta), (тє), 
则 hes (4r, 8/9, o(=4). 
证 明 + 


238 SHS р ТҮ) Eisenstein AH 

0(z, Ë, ту = У 27), 
其 中 天 为 - -整数 。 册 

ма, 4) = 590009, A, r), 

设 t AER, Ф 
(x) - Ë. (Te 
计算 p(z) 的 Fourier 展开 式 ,得 到 
ola) = -it Жете У) тест, 


iB) 


易 见 
Oih by ту=т $ /rt er rat 
= tr- м етн D) пееле, 
«о 
因而 我 们 有 
OC- V/s, h, r) = (- 4y(— izr- елны (з, h, ту, 
A 
(5.3.2) 
fa b, 
ЯҢ (5.8.2) ЖШ 1.2 AMER MERY У 7 a 
EMy4r?) By, 


һу@), = 8(FE)IO 31%, p. 
ó 
人 ¿Je sn, >0, 利用 (5.3.9) 式 我 们 有 


HEPC), WD 50) ehra/e) 
x © те(-—9тт/(®ге(вг+4уу 


„ә 
=(-8)(er)- KE тү одао) 


aeimnireg ez d 
х8 е oí. бу h, то), 


85.3 B 5 B/2 P RERA III 2% 


因而 
lim(ez+ Ф) (y (2), фу = 0, 


ар е, O) e (0,32, 1), 
出 (5,3.1) 式 可 见 
LG, LY) = LG, WLG-1, 9), 
所 以 LA (hC, фу) 3 Bisonstein HH, KERER. 
在 讨论 本 节 的 主要 结果 之 前 ,我 们 引入 下 述 两 个 命题 
命题 5.13 ае, ARERR, Ф ARA MRE 
H. (s, z, фу = “PCs yy Sip (n) (жтАг-ву°|тАз+в|-#, 
Ge H). 
这 里 的 求 和 号 跑 遍 所 有 (m, n) == (0, 0) 的 整数 对 。 假 设 “>0 或 
A>], WER LARRY Re(s) >l+a/2 ext k k, H.(s, 
z, Ф) | PASE A в ЕШ EA 8 38, HOE SAR 
Hi(o+l—s, з, ф) = (1) "99) Ae. (6, —1/Аз, фу, 


其中 ө) Зеб) (4), 


= r J. өхр(– лі (ur +t)? + una] /ууе (ur + юв ydudo 
= N r exp(— mt(22 + uy?) /y) e (u (7 — 28) + вз уйийе 
= (ty) -ue Ë oxp(—amut)e (u(r = es) (Cy!) du, (исту! 


x f oxp(— лъ%уе(рву*/й1/% уау 
ЕЕ ЕА (5.3.3) 


由 于 


240 ROR Lee ea Eisenstein 级 数 


д а Я 
6 ж jecur +05) Qri(uz4), 


@ Š +g jrr- s2[2/yi) 
= - 9л (т – sajexp(—x |? — 8212/00), 
将 微分 算 于 * 2. + 2 在 (5.3.3) 起 两 端 作用 “次 ,得 到 
f [Г (ues v)*exp( — wt] uz+ v[?/y) e(ur + os)dudo 


= (-1yst-s-1(r - sz) -exp( — x |T ~ зару), (5.3.4) 
令 
S(é, z, u, ®) 
aD ((m +u)z+n+%)“exp( — xt|(m +u)z+n+ o|2/g) 
=>) e(m, n)e (mu + no) , 


利用 (5.3.4) 式 可 得 


‘Let 
в(-т, -)= [р 5 ((m +u +n + о) 


x oxpC ril +шув+а/ о) (тш + ne)dudy 
=f | (из +®увехр(— xt|ua + т]? /ууе (mu + то) du do 
=(- реет пауер ~ z m- вау), 

Ж 
L(t, z, u, туз ( — 1)*t-= 11 (ma +n)“ 
xexp(—a[metn|?/ythe(me—nuy, (5.8.5) 
设 p5 9 为 整数 ,定义 
Eb a p= У (тш+тубохр( — лї те +! /А®уу 


CM DCB А) 
及 
поа р Ф ФОЕ z hp, hy), (5.3.6) 


А>, Бр, 9) +00, 0) (4)。 利 用 {5,3.5) 式 ,我 们 有 
E(t, 2, p, EAEC, z, p/A, 9/4) 
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= (= А) ух е(бун-— рпу/ А) (ma +n) чехр = z|mz +n 13/90) 
=(-4)Ч-®-1 D e((ga- р8)/А)&(АЗЕ1, а a, b) 
«ебтоаа 
以 及 А 
aC, % р, 9) = ХФ (HET, z, Ёр, ko) 


=A So) 2 aa (Elga phy ADELA, а, a, D) 


=(-A)t19(p) 3) ф(да- pb)(A%, z a, b), 
to 

(5.3.7) 
当 a>0 或 4>1 时 ，(5.3.7) Н теп = 0 的 项 , ВЧ 
此 , 由 (5.3.6) 及 (5.3.7) 式 ,我 们 有 
[Men irl, 
аб, z, р, Dist Meeli tel, 
MAME ЭКГ 2, p. q 的 正常 数 ， 下 述 无 穷 积分 可 以 
BURA, 


Гао 5 p, о 


(6.8.8) 


=e X (mn) 


озш (4) 
x Pex p(— tma жее Ary) tt 
Аблет) S00) у, (ma ът) рта tn] 
(5.8.9) 
上 式 右 端的 无 穷 级 数 当 Re (s) >1 +a /2 时 绝对 收敛, 将 左 端 的 积 
分 分 为 | 和 人 西部 分 ,利用 (5. 3.8) 式 ,可 知 这 两 个 积分 都 是 s 平 
面 上 的 整 函数 , 它 使 全 ,3.9) 式 右 端的 无 穷 级 数 延 拓 为 3 平面 上 的 
ЖЖ. 
我 们 有 
А*Н„ (8, z, Ф) = nt, 2, 0, 1рет, (Б,8,10) 


242 第 5 章 ， 反 为 整数 的 Eisenstejn 级 数 


PRG a> OR A> la, Aale, 为 9) 可 以 延 托 为 平面 上 的 整 函 
数 。 在 (5.3.10) 式 中 以 “+I-s 49385, 得 到 
Atti) H (a +] — š, z, p) 


= font, а 0, Dies dt = Гау 2, 0, 1уйсе-й 


(аур) 3 sQ EAN а о, radi 
= (=A IPIE ГО) урт) (neem)? |me n|- 
= (-])ag(p)Aee H, (8, -1/Az, фу, 
从 而 得 到 А, (з, 2, 9) 适合 的 函数 方程 。 
命题 5.14 设 @ 为 模 4 的 转 征 (不 一 定 是 原 特征 ), 令 
G(s) =F (s)S¥a(n) mAzs +n, 
当 @ RAPP SERS ,@ (ву HE s 平面 上 的 整 函数 ! 当 4 = 
Lat, G(s) REY s 平面 上 的 亚 纯 函数 , 仅 以 = 0 和 s= 工 为 一 
阶 极 总 , 留 数 分 别 为 - 1 луш A>1, o ANF AMER, G(s) 
TUERA S 平面 上 的 亚 纯 函数 , 且 仅 以 8 = 1 — R А, BUR 
为 all (l-')/Ay, 
证 明 йод AB, A= BO, фон KER 
特征 ,出 
G(s) = PCS) EY om) D wd) тдан 


-2s 


= rx (0) (dyd-2:5 p (n) [= etn 


(5.3.11) 
所 以 当 召 > 1( 即 @ 为 非 平凡 特 征 ) 时 ,出 命题 5.13 可 知 G(s) 可 以 
HHS FR Le AR, 
设 4=1, 令 
a(t, z) = 23 expl- zt|ma +n 12/90), 
由 (5,8.7) 式 ,可 得 
nt, 2) = (š, 2), 


85.3 Ыз дна мз 
ш Re(s)>1 时 ,我 们 有 
zopas) ERIO 2) - уви 


= [Paes 3- эзш + (Monee 2) lela 
=] eag 2) -1 +t- з 


+ Габ 9 - Deads 
s-t fag з) - Disdt 
+ Гоа 9- Deri, 
上 式 右 端 两 个 积分 是 s 平面 上 的 整 画 数 .因此 G(s) HERA 5 
жЩ АА, ACL s= 0 Ж] s=1 为 一 阶 极点 , 留 数 分 别 为 
-1 和 x/y。 
# В-1, A>1, 由 (5.3,11) 式 得 到 
G(s) = Zaro gyja Seva] . 


ve її, 和 用 上 述 全 = 工时 的 结果 ,可 知 OCs) RY UE $ 
平面 上 的 亚 纯 函 数 ， 仅 以 = 1 为 一 阶 极 惰 ， 贸 数 为 
> pad ndj Ay= zH (1-2) /Av, 
令 
T = (Alte, 0) | 9 RARE, £ 为 正 整 数 )， 
了 张 成 的 апару 7. RS 
Ti= (8, Y) | 由 为 奇特 征 ,为 下 整数 } 
及 
Т,={@(Е, h, № h, NEZ, ti>0, N>O} 
其 中 
9(2, h, №) = D тет), 


T, щш Т, 所 张 成 的 C 上 的 向 虽 空 间 分 别 沁 为 外 M 7, 
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引 理 5.15 RNE 7-7-7, 
ш BRAT CECT. Re wE-AN НМЕ, v 
诱导 的 原 特征 记 为 名 YG, N)= Late 909) =$(1), MJ 
Ši Ф(т)уте(тёг) 


= >, D, B (d)WGn)yme (т) 


= 总 к(4)‹Фф(ФуЬ Uz, 9) EF, 


SBT = Т7. id= (h, №), 我们 有 
(tz, h, N)=d S) теит) 


sud ru 
= dp (Nd-1)-1 $ DF (hd) yp (nyme (тигу 
25 
= dy (Nd-1) уу Ф (А-у, 0), EF, 
Hop y Boa Nd-1 的 所 有 特征 , 9 为 Euler 函数 , ПН, Тү = 
Poe 
# Рб) = By aye (a) HERRER, 令 
EF) =È} alne), 
定义 
Кз {0(84-1) |00) Є7, AWE REO, 
[а b 
引 理 5.16 BEEF, "> И Јев. H(2) = 
Q(yG))(ez+dy-32, J) BOEF (2) 2(6(2))є ?, 
_ 1 1 0-1, 
证 明 BESE ng |} о е8 
BJ, ВОХ У-у. Уу. 证明 (1). ЖН, ГД 
G(z) = 004-12, h, N), BIE 
Gen) =) е(&'/4Ау9бв/А, AN, DEF, 


опи ÁN 


利用 (5.3.2) 式 可 证 得 ?= 入 时 (七 记 成 立 


$5.3 权 为 3/3 HRB ARI 345 
ШКЕ), BBE GG) = (А, h, N), 这 时 
E(G(z)) = Р me(tn2z/A), 
Mim) (A) 


BART HE Op, R B= рї з pir, 其 中 了 (人 是 
DHEMBE FUS) (i<j), АШ 

2(9(2)) = > me (mt2/A), 
Ке 
ie @= (В, N), Hath, MEG) = 0, Halt, шл, 
Nie Na, Y tBA-!, yy BY fh Bd Bi =1 CN), 这 时 

EGG = > nBe(in®B'z/A) 

=e WB, NEF, 

下 面 给 出 本 节 的 主要 结果 ， 

定理 5.17 LE = Zioen) ESN, 8/9, o), MAE 
HEH BP ЕВ. У WJ Shimura 提升 L) MERER 
的 充 要 条 位 是 了 与 了 空间 SUN, 3/2 o) NF EZ. 

证 明 EL =D) b(n)elms), LORPEN, 2, огу, 
其 中 МГ, йй 5.7 后 的 说 明 ， 工 (了 ) 是 尖 形 式 的 充 要 条 件 
是 ,对 一 切 原 特征 纪 及 正 整数 内 BUR Ls, L), 由 ту 在 $= 
ен, MN r КАЛАИ ТИЕ N, 不 失 普 遍 竹 ， 可 以 假设 
TIN”, RIA 

È binja =H(s, (=) alya, 
注意 @ N ИЙИНЕ, 因而 
в, LiF), %, т) = Eo) drm)” 


=h (s, op) uaran, 


КЫ 


AG, ф)= š Pyne). 


2 ROM 权 为 整数 的 Eisenstein 级 数 


Hp D(C” vyol, HM Re>0, 4 Re(s)>o 
时 ,我 们 有 


олонч, чаву 
=È Žemyn f oti G+ tem) yy dy 
x |А 6((п – tr1m2)z)de 
= (dai) T (s) Syma (iremm, 
Ug dmv SE, Н 3.31 дер 4.19 及 命题 品 . 12, h (tra, 
HEFE (args, (1+2>) ало"). ja Ñ = (407242, 
N), EXB s) =), Hu, 网 对 任 一 ?= Y a) 
e r= (Ñ), 我 们 有 
BOG), ву = p(B бегу осаат, ву, 


所 以 
1025-0, Lf) Y, т) = (4лїт®у*Г(зу-1 


х [Bs 8) L(2s ›, ov) > 


ТЕС tor feo aye КЕЎ 2 


a РЕЛЕ 


(8.3.18) 


щ®-» (ЧЁ) > pent 

x (E) etd ospa] 

= Уә) (二 E) тања) » таа njis, 
(5.8.18) 
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v= OE, н 5.18 n] L LG, 2,07), 0, ME 3 =9 еар, 
э эя lB irán 5.14 [дид о), 6.8.18) 300 
的 级 数 在 * = 3/2 时 有 一 阶 极 眠 ,其 留 数 为 6/9，。 为 一 非 堆 常数 ， 
A pa (8.8.12) sors, о), L(s, L,(J), h r) 


Жз =2 ЕН ВСА, ОН S, АСга, фу), of ARR 
常数 ， 


SR LA ARK, HERRITA, 当 о ont, f 


чаты, DER, HY oT) m, зао"), жы 
fe S(Ñ,3/2,o),h(tr2z, HES H, 3/2, 0) 类 似 于 (3.1.5) 式 ， 
MEE РЄ Ге), 我 们 有 
e(4,)8'(4.) (f, bars, BY, 

= ¿J| (01, AG, фу! Draw 

= (ў, Мич, Wore 
由 于 oxo, Дарує TN), Hold, sed), 于 是 可 得 
(f, birt, фуу=0, GPE ERR RET wrt, Moh t 
无 平方 因子 , RUA SP eR, BW f 58 S(N, 3/2, o) nF 
Ex, 

反之 , WISN, 8/2, o) OPER, EMAC, wet, 


Reus, p) BY SC 2"), Shy OTIC ERE 


ийзе Галд", NI, о =), җ Гу (yp A 


ЖЕ ЕЙ T (N) =P у, о RY MELMAK, 
дий | 
ge) =] (а)ба, $) |Tv 


属于 SN, 8/2, o)。 利 用 命题 5.16 的 《1]D)， 可 知 9E F, 由 于 
gG+1)= 902), Ai EUG) <9), 出 命题 5.16 的 (2), тү 


SR HSH зу Eisenstein fr 
ge T, Bl ge S(N, 8/2, o) NT, diate 
0= 6, gy= абау, hes, W]? 


= Bacay ef [Cv], бш, wy 
=r¿f, Вов, 9), 
可 见 了 与 (ws HEZ. HERRE TARHE— 0, LU) 都 是 
RER. 
定理 5.17 的 结论 与 本 Sturmize 的 结果 是 类 似 的 ， 但 证 明 的 
方法 略 有 不 同 。 这 个 结果 首先 是 由 Shimura 作为 狂想 提出 米 
的 。 


避 


6 ж 


三 元 二 次 型 表 整 数 
$6.1 正定 二 次 型 簇 的 6 入 数 


间 到 $1.1 中 所 提出 的 二 次 型 表 整 数 的 问题 ， 我 们 仍 采 用 
SLL ES BRIG, =, nr) 为 更 系数 正定 二 次 型 , 假定 x 之 3。 
WE X E 

2 
(5) 
殷 是 一 个 x 阶 整 数 对 称 方 阵 ， 其 对 角 线 元 素 都 是 偶数 。 定 义 了 对 
应 的 6 前 数 
Bi(2) = Se(zm4mr/ ,se 五 。 


н 
9,G) АН раи. BN NAT ROTA, BHAR 
元 素 部 为 偶数 的 最 小 正 整数 , 令 


(BSA), хз 


(02079092), тт. 


定理 6.1 GORT GN, к/2, x). 
WA ”由 定理 1.4, 我 们 仅 需 考虑 OOE ГЪЛ) дз Е 


ж. BRR lim 6;(z) =1, 


b 
即 8 在 ico 全 纯 。 没 al/e WRAS), жоо we 
802), W (co) =a/e, 我 们 有 
oA EHD)= Ж. е(аалет/зсу 


an POR LEE: 


х B.C (m+z/e)A(m+z/ey7/2G + @/суу 
(6.1.1) 
其 中 EZ*。 在 命题 1.2 中 我 们 实际 上 已 证 明了 
Del- G +m)A (z + т)'/®г) 
=(- day (detA) 1 D e(zmA-1mt /2 +m), 
wets 
这 里 ER*, D1(6.1.1) h ft а/о 代替 上 式 中 的 x, 得 到 
(2+3) = (= ife+dfey)*/2(detA) 1а D e(zmAm" /9) 
x, E e(anAst /2e +s. mE/e + dm А-\т7/9о)у, 
ае 


从 而 


lim (z +d/e) 20, (ж+» ) 


=(-—4)*2(detA)"te © el(ardar/2e), — (6,1.2) 


TA GOERA. 全 纯 。 

W Cr, зт, 2.) Ла (ад, o, C) 为 两 个 整 系数 正定 二 次 
型 ， 它 们 对 应 的 短 阵 分 别 为 A, 和 4:， 基 存在 一 个 行列 式 为 +1 
的 整数 方 阵 8, SAS =A, WES i SF GEENA 
RETETE Se, SrA SE=A,, RA 与 fs ERRARE 
等 价 ， 设 卫 为 素数 , 将 A, H А, 看 作 Ze LO, HEE Ze 上 
的 可 北方 阵 Se, E БРА SEAL, MRA 5 f, & Zs k $ f. 
落 对 所 有 的 素数 p, AS 邦 在 Za Lam, MAS Sh we 
THR Le, WA ATA. 显然, SNS 
价 时 , CMRP ATE. MUER, SARS АНТ 
类 。 

баа, 2.) HAG, SRF, WE BE 
RHE A, qA, FA ARAB а/о 为 -个 尖 点 ,6 为 
正 整 数 , HEM, 利用 孙子 定理 , -- 定 存在 一 个 整数 方 阵 S, 其 
行列 式 与 20 HH, HSAST= A, (20) ,由 (6.1.2) 式 ,可 知 0,(2) 
与 的 (2 在 а/о 处 具有 相同 的 值 , 因而 0, — 04 А -个 尖 形 式 。 


$61 TÈ 
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以 M, (ZER k MERO TEE i. Go) = HS EM) 
SAS? = A}, ELF РЕПО Ө 函数 
у бһ0)., 
oem- 人) ЖУЗ” 
上 述 求 和 号 中 的 f, ШИЛ Ие ЯНЕ, 
命题 6.2 设 P 为 素数 , PHN, 令 
ptl, Жк, 
x срна) y, #2lx, 


则 
(gon. f, 2)IT (p?) = А,0(вөр. f, 2), 

其 中 T Cp?) MB ОО, к/9, x) Li Hecke HF, 

命题 6.2 EM A T E EE. Ot, M 
Fichlor il gf 3g T Hocke HFPA 9, Hae EMER, р, 
类 似 的 结 也 成 立 。 读 者 可 参阅 Schnlzo-Pillot09 和 了 . 
Ponomarev" 

利用 命题 6.2, FLOEIT RËS 

定理 6.3 Me Ogon. f, 2 属于 eCN，x/2，X)。 

证 明 首先 假定 ea ШЕ 

GN, «/2, х) =8(N, к/2, x)@S(N, x/2, x), 
Ж (рюп. 7, а) = (2) +H), HP me sy, к/2, х), HE 
ECN, xy/2 у), аб) = З] (еб) (em) 0), ADEN, 
自命 题 8.2, RIE gG) [T (p) = д. (2), 因而 
еби) = обыр”) + хр) (ZA) a(n), 

类 似 子 命题 3.37， 可 以 证 明 6(%) Low, 于 是 可 以 得 k, = 
Обр"), H x>>6 hf, щй 6.2 nf 83, poo Bt A, [Ар p, 
这 个 矛盾 说 明 g; =0, 这 时 定理 成 立 ， 当 x = 和 时 , 利用 RankinDal 
关 工 尖 形 式 的 Fourier 系数 的 估计 结果 e(a) = OCA MS) 409 r 
题 3.37 较 粗 的 估计 , 也 可 证 明定 理 成 立 , 


752 第 6 意 三 元 二 次 型 表 整数 

很 变 x 为 奇数 。 当 K>5 BF, ЗУР ЕИ к>6 为 便 数 的 情况 ， 
可 以 证 明定 理 成 立 。 今 设 X= 3。 以 下 表示 定理 5.17 HEIAN 
FR SCV, 8/2, хуп, VRRV SCN, 8/2, уу: BJ IE ЖК 
空间 ,于 是 我 们 可 以 假设 Ogen f, 2) = +0 +9, Ky eV 
Ф@ЄЎЇ, @Є#(М,3/9, ж), НЯН 6.2, WANE- Heep (rt 
N) жт) = (Р+1)у; (i=1, 2, 3), у Ж ERAEN 
позовава, BE x= H-E) ава асо) 


[TOD = xO E + ВС), EIERN p, ШМШЩ 

DITO) = - (p+ DACS DR ARE RARA Аваз) 都 成 立 ， 

AALT) = - (р +1), үң ЖЕНЕ з = 0, fE Shimura 提升 

т, Фе А S(N/2, 2, 44.), 它 的 像 也 是 Носко HF T(p) 的 

本 征 函数 ， 并 以 2+1 为 本 征 信 。 利 用 Renkin 的 估计 en) = 

0 ,可 以 证 得 多 = 0, 所 以 (шеп. 7, RT P(N, 8/9, x), 
定理 6.3 的 证 明 取 和 髓 只 .Sehulzo-Pillotna 


86.2 = EM 


f(g, %, з) 为 正定 整 系数 三 元 二 次 型， 在 SY. 节 我 们 
BAT Bae 


92) = У) e(emAmt/2) =$; r(f, nye (ne), 
VERE wed 


Wr (f, mA f Ga, z+, zs) =m AYRE (mi, т, ж) 的 个 数 。 
在 上 他 我 们 证 明了 6(gen. У, ?属于 eN, 3/9,у), N i y i f B: 
决定 ， 对 于 某 些 特殊 的 好 与 y, 我 们 在 第 四 章 已 构造 了 e(N,3/2, 
AE, 并 给 出 了 其 中 每 个 函数 的 ourie* 展 开 式 。 如 果 我 们 能 计 
Ж 8 (көп. Ў, z) ERRARE, 我 们 就 可 以 将 它 表 成 e (N, 8/2, x) 
这 组 已 知 基 的 线性 组 合 , 由 此 即 可 得 到 


ylgen. fyn) -( 005 YE rgen 


862 слухай ad 
的 解析 表达 式 , 其 中 f, Ba f Bree AYE Ж. 
在 86,1 节 中 ， 我 们 实际 上 也 已 指出 了 97(2) 5] #(деп. f, 2) 
在 各 尖 点 具有 相同 的 什 。 
为 了 简便 起 见 ， 我 们 在 本 节 中 仅 讨论 下 述 三 个 类 列 的 三 元 二 
KB: 
«жї + Ваз + yeh, 
аг] + Ваз + yah, 
Zawi + 2823 + улї, 
其 中 о, В, у 为 无 平方 因 于 药 正 奇数 , DERCE, 8, у) =1, 
Ë РО, Da, %) = ag + + yeh, Жн e, 8, ?为 无 平方 因 
if TER, E (a, В, y) =1, MI 
0 (2) = 0 (e2)0 (8z)0 (yz), 
其 由 
90) = $ ema, 
不 难看 出 , 9/2) IRF G GD, 3/2, у), HF 
D= [a, B, vi. 
»=aBy/((a, B) a, y)2(8, ¥)*), (6.2.1) 
引 理 6.4 设 4/e 是 … 个 央 点 (6>0，( 9) =1), H| 
(4), Bales 
PO, 00) 112) зн, 
0, Fic, 
证 明 AHS 4.64.7 14.8 即 可 证 明之 。 
引 理 6.5 Pd 为 无 平方 因子 的 正 奇数 , 则 


= dp 
Ea = Heol Р ). 


证 明 BA Ad, MAC RIE 
( К X T ) = (Dd dA веер, 


南 此 不 难 证 得 引 理 。 
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当 刀 为 无 平方 因子 正 奇效 时 ， 
S(AD) = {1/4, 1/24, 1/4 |р} 
是 To(4D) 的 尖 点 等 价 类 代 央 系 ， 
S(8D) = (1/4, 1/24, 1/44, 1/84 | &| D} 
是 To(8D) 的 尖 点 等 价 类 代表 系 ， 
命题 6.6 Ye f= arit Ва нул, Юа, В, y 为 无 平方 因子 
的 正 奇数 , 且 适 合 (e, В, y) =1。 则 0,G) RT OD, 3/2, x), 
力 与 ?为 (6.2.1) 式 所 定义 , 且 
__ (dpa __ -1\/1/@1, ау 
Py 1/8 = м Seton Scie) 
_ о8/(а,8у' y By/ (8, у)? ) 
(4, а, 8)(4, 1, у), B, y) (8, 1, a) 
yay (y, a)? 
«(ary aed, СЮ 


VG, 1/48) = aD Q, булв, оа (эш) 


(200 0. ( 98/0, BY? г) 
VO, dy A ple, Bo, В, Фу р, авй) 
BY/(B, у) А 
x(G, Nee be, vey) 
x( Yaj (y, а)? -) 
Во, ®) (8, ауд) (у, а, йу / 
V, 1720) =0, 


d 为 刀 的 任 一 因子 。 
证 明 我 们 有 
Vn 1/4) 
= lim (~ Ф)%%8(а( + 1/4))0 (BC + 1/4) )8 (e+ 1/4)) 
2, af (a, 9\0 B/ (В. D) 
=lim(— 40 (a24 Tepo (e tare ay) 
а 70» d) 
х(и+ iy a) 
(a, d) (8, d) (y, Ф) ү af(a, ду 
=Ç аву 77) АС ) 


* d/(a, d) 


86.9 рй йй 55% 


a r d 
кт (в, рва) (5, 009). 
HRA AG D ха/ (4,1), руат, MAY 
仅 能 除 尽 w В, ?中 的 个 数 时 ，p 能 除 尽 (a, D: 当 且 仅 当 >й 
BIL а, В, 中 的 两 个 数 时 ,p RER d/(d, 1), BELL оВ> = аЛ, 
(a, d(8, d) (y, ду = 0468, 1)， 利 用 引 理 6.4 和 6.5, 我 们 得 到 
V (8, 1/4у = - 4-1(1+ DEDA, D-T, 


дт 
нини (ЕЗИ ОЕ) 
= H %, H. ot ОПС.) „Л, (42) 
<) 
= GA Eikan g (ee) 


х E n EEE) 
EC 


єт» l, y) Nuf 1, aac 5) 
5!) (UG, DN эе, B)? -) 
X- 


d jeleo л, 1 (d, 1, y) (d, a, В) 
x( 87/68, у) Ya/ (y, а)? -) 
1, GB у) /\ (d, 0, BY уа) 
H RSV (6;, 1/4) 的 表达 式 。 
类 似 地 我 们 有 
7(6,, 1/44) 
=lim( ~ 442320 (a (z +1/44))0(8(z + 1/44) )0(y (а +1/44)) 


v( a, d 
“(© De, 20 узу | (9, е 23) 
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бо 878,0 ›/ф› Ф 
ху (ө, алау) (thee ay 
=aD- açi, d) Va, 
其 中 


d d d 
сейген VEDU UoD 


аур "П.С Bal ) 


= Te? TI s, (A 
a Die рү ау Ajaja 


yd/p 
х H r, ) 
(Ep, d) 3 


=€ >) = 2.) 
rea ATE] aN 2 / 


ad, а (m 
„Л УР) A a (® 2) T (Yes LP), 
由 于 
И@, ду =a/(a, Вуд) x B/(B, yad) xy/ (z, a8a), 
所 以 


Vd (а а ) 


af (y, о)? edi(d, Die, 1у-* 
си X е o ) 
«(PEG DAB, D: (eG, Dog, D: 
В/(В, yad) Y/U, obd) 
= Enua PrE) o o tba BY y) 
/# JN U (8, D А (a, B) / (m, 8, d) XY] (у, aBd) 
> х(— __Bv/(B, у)? -) 
(8, у) (В, у, d) хауа, Вуду 
«x Yo, ) 
(r, a) / (7, а, d) x В/(В, vad) /" 
由 此 可 得 到 V (0, 1/49) HEAR. AA VE, 1/2) = 0 不 难 证 
明了 (9，128) =0, 
类 似 地 可 以 证 朋 以 下 漂 个 命题， 
命题 6.7 Ж / Parit Ви нуд, Kea, А, 7 为 无 平方 内 
子 的 严 奇数 , 且 适 合 (o В, У) = 1。 则 OC) 8: GBD, 3/9, tu), 


862 _ fein AMAR fi 27 
руі (6.2.1) дон х, виг B+ 4, 有 
0, UD (тер) вн 1/8), 


у (өү, 1/84) (во) 
V(0;, 1/28) =V (0, 1/44) =0, 
Жен f” = аза pel ayah, У (Ө, 1/8) mV COn, 1/44) 由 命题 6.6 
所 给 定 。 
命题 8.8 j f =2an + 2821 нул, 其 中 a, В, ү WAP 
ЛЕ Ж, BAC, В, У) = 1， 则 6 (2) 属于 G(8D, 3/2, x), 
号 与 ?如 (6.3.1) 式 中 所 定义 ,对 了 的 任 一 因子 d, 有 


2 
Fy Md) = (сао) ors dd, 


V (61, 1/44), 


(61, 1/80) = (улау УФ» 1/44), 

V (6, 1/24) =V (6,, 1/48) =0, 
其 中 f= аг] + paz +yz, V (0,, 1/9) (8, 1/44) 由 命题 6.6 
所 给 定 。 

下 看 我 们 给 出 一 个 计算 Y(gen. 7, n) 的 解析 表达 式 的 例子 。 
Bs, ei tals pal, ру — ERR, Wa Oln. f, 属于 
e(4p, 3/2, хь), 它 是 一 个 三 维 子 空间 。 EM 442 ANTE 
aie, 

g(t, 4р, 4P), g(xn, 4, 4р), #О%, Р, 4р). 
应 用 第 四 章 的 符号 , 令 

Мә, 4ру = 了 (2 id.) Dia (A, y.) Daa) x_.(a) (ab), 
RAS Wi AS 4p EREA (b)n 的 整数 对 о, 0, RD 

a(n) =2(1+4)(4-1(1-4у- AQ, яу) 

B x2 tatma, BURO, n); 

J Bx Bertone, 01500, n), n/m ж1(4), 

| тада, H QA, a), n/2 m = 8(8у, 
0, FA, n), n/2"2 708), 


%8 BER EOKA REH 


В,(п) = p*(p"'—A(p, pn)) 


Geppo, 2130р, п); 


一 (pen) 
_| 2(рї-мееза, жор, n), ( s 


一 apes) 
0, жнр, т), (MER) 21, 
以 ye 表示 特征 on ВЗ, M- pn) RRETKROC = pn) 


的 类 数 。 利 用 类 数 公式 
A(- pn) = (®лу-1дг® „11, х), 


我 们 有 
122 16р? 
Мр», 4р) (рт) = To, (pts yh Pere), 
其 中 
в, #9, -8, 
asw=14 Foon ay 
2, 其 他 情况 . 


Po) = (1-2-!х_-„(®))(1- px pp)) (pnfoon) 


x &(в)х-ь(в) (аъ), 


(аз 2p)=1 
空间 elp, 3/2, Xp) 有 如 下 的 - 组 基 ; 

Saas 4р, 4р) =1- SP Bh pn)osla(pn) 
xB, (mv, (me (аг), 


Ian $, 4р) = Ft ÈM- pu)osla(pn)y, (e(r), 
gxo, p. 42) = - = TÈ- pron, (ауу, (n)a(n2), 


由 命题 4.39 和 命题 4.41 nf ш ЫЙ ЕЗЙ ИТЕ S (Ap) 中 各 个 尖 
点 的 值 , 由 命题 6.6 得 到 O(gen. f,, DTE S(42) PARAM E 
们 在 172 和 1722 的 估 都 是 零 、 将 它们 在 其 他 尖 点 的 侦 询 表 如 下 


(46.1), 


862 =. 2590 
# 6.1 
1 jp 1⁄4 1/ар 
Ф(Х»› 4р, 4р) G+ijap — G+D/4 ~e,p-t? 1 
8 (Xe. 4, Ap) ~ (L+) рија 0 ері? o 
9(Х»› D, 4р) (tijapl  —(1+i)/4 0° 0 
Blgenf Dd —(+Ёй/4р!? а) (Fere 1 
щл! 


9%, 4p, 4p) +2p-1g(x;, 4, 4р), 
pal), 
90, P, 4р) - 29 (xos P, 4), 
# p=3), 


(рәп. fp, 2) = 


从 而 我 们 得 到 
Y(gon. fps 2) 


On исту С pa)a(pn) (2р7! –8,(п))р, (9), 
32 车 p=1(4) 

FT pn) @- alpa) BP), 
# p=3(4), 


取 ?=? 为 例 。 在 方 所 在 的 能 内 有 两 个 等 价 类 , 其 代表 可 取 为 
F aaj +h Tei R 77 =a} + Qn} + 405+ лата, E. o (f) =8, off’) 
=4(W, H. Brandt Wome). are 


vigon. f, ю=1 rf, n) + 5 2 (f, п), 


由 上 述 结果 ,我 们 有 

VF, n) + YF’, п) = дом Ta) (2—«(Тп))Вт(вуут(з), 
考虑 一 个 特殊 的 情况 。 当 尖 形式 子 空间 SCN, 8/2, x) = (0) 
eh s (N, 8/2, 办 的 此 就 是 整个 空间 GN, 32, OE, GOR 
属于 这 种 类 型 的 空间 ， 利 用 上 而 的 方法 就 能 计算 得 到 7(f, п) 的 
RRR. ЭТИСЕ, 这 时 了 所 在 的 马 仪 有 一 个 等 价 类 ， 在 86.1 
我 们 已 指出 , 当 J' 与 了 在 同一 个 能 时 ，8r - 6 就 是 一 个 尖 形式 。 
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AUR 2.23 6 $S4.3 KEAN, 1/2, уу 的 维 数 的 结果 ， nf 
以 发 现 以 下 一 批 尖 形式 空间 仅 食 零 元 素 ， 
S(4, 3/2, д), SC8, 3/2, д), SC8, 3/2, x), 
8(19, 3/9, x), 8S(12. 3/2, хз), SC16, 3/2, у), 
S(16, 3/2, х), S(20, 3/2, м), S(20, 3/2, у), 
S(24, 3/2, x), S4, 3/2, x), S(24, 3/2, уз), 
S(24, 3/2, хк), 8(39, 3/2, xı), S(82, 3/2, у„), 
S (64, 3/2, x2). 
利用 我 们 在 本 书 开 头 时 定义 的 符号 去 (cs, b, en), ЭШЛИ 
算 ， 可 以 得 到 以 下 的 结果 ( 令 6(z) = 1， 当 2 ЭУЕ, 否则, ó (z) 
=0), 
N(L, 1, 1,0) =22nt?h(n, 4)е (н), 


ote ay 


NA, 2, 2yn) = Әла, 4) (ош) - (1) - (A 
М(1, 3, 3,0) =2ле!'®А(в, 12) (1/3- A (8, n)) (2-a(n)), 
NO. 5, Буп) =2xn2) (n, 90)ə (n) CÀ (8, n) + 1/5), 


N(1, 6, 6,n) = лап, 12) (1/3 A(3, n)) 


"0 (5 )4522)-ae9) 
N(2, 8, 6,n) =2znt2)(n, 12) (1/34 A(3, n)) 
(ео 9) 442), 
NA, 1, 4;n) = zm2x (n, 4) (2e(2 1 15 +( 25) 
+ ваа), 


М(1, 4, Gn) =лиз\(», 4) (20( ze) + (23+), 


£ 
NO, 2, я) =m(2n)123 (Ən, 4) (2 (2n) — «уг 


а) оС) 


NCL, 1, 8,n) = mth (gn, 4) (азая ) 6 (s) 


N(1, 4, 8уп) = лала) (n, 4) (2а) в (3) 
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8 
+29 #1), чно CE) 
(Л) 


8 
+ зая (5-5 ad 人 2 D). 


我 们 也 不 难 发 现下 述 关系 式 ， 


t1) 


2] 


£3) 
(41 


5l 


Nd, 1, 2,») =N(1, 2, 2,99), 
Nd, 1, 8,9) =N (1, 3, 3,3), 
NG, L 5,n) =N (1, 5, 5; ба), 
N(2, 3, 3;п) =N(1, 6, 6,2n), 
N (l, 8, буя) =N (2, 3, 6;2n)， 
N(2, 2, 3,2) =N (1, 6, 6,90), 
NG, 2, буз) =N (2, 3, 6,890), 
NO, 1, буп) =N (1, б, 6,60), 
N(, 2, 3,2) =N (2, 3, 6,60). 
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